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VII.4 Operatorhalbgruppen

Fiir eine (n x n)-Matrix A wird die Lésung des Anfangswertproblems fiir
eine gewohnliche Differentialgleichung

u = Au, u(0)=um (VIL.19)

bekanntlich durch die C"-wertige Funktion u(t) = e*4zy gegeben. Auch
partielle Differentialgleichungen kénnen hdufig in der Form (VII.19) ge-
schrieben werden; dann ist A jedoch ein (unbeschrinkter) Operator in ei-
nem Banach- oder Hilbertraum. In diesem Abschnitt soll die Frage un-
tersucht werden, fiir welche Operatoren A das Exponential e* definiert
werden kann. Fiir selbstadjungierte Operatoren A: H O dom(A) — H mit
nach oben beschrinktem Spektrum und ¢ > 0 ist das nach dem Spektral-
satz VIL.3.2 der Fall, da dann t — e!® eine stetige beschrinkte Funktion
auf dem Spektrum o(A) ist. Die et4, ¢t > 0, sind beschriinkte Operatoren
mit
esAetA _ e(s+t)A’ st > 0;

sie bilden also eine Halbgruppe von Operatoren. Dafli man im unendlich-
dimensionalen Fall nur positive ¢ betrachtet, liegt in der Natur der Sache;
z.B. ist das Anfangswertproblem der Wirmeleitungsgleichung v’ = Aw fiir
negative Zeiten i.a. nicht losbar.

Halbgruppen von Operatoren auf Banachriumen bilden den Gegenstand
dieses Abschnitts, in dem X stets einen komplexen Banachraum bezeichnet.

Definition VII.4.1 Eine stark stetige Operatorhalbgruppe (oder Co-Halb-
gruppe) ist eine Familie Ty: X — X ¢t > 0, von stetigen linearen Operatoren
auf einem Banachraum X mit folgenden Eigenschaften:

(1) Top =1d,

(2) Tsyr =TT fir alle s,t > 0,

(3) }irr(l) Tix = « fiir alle z € X.
Gilt statt (3) die stérkere Forderung

(3) Jim |7, — 1] =0,
so spricht man von einer normstetigen Halbgruppe.

In Abschnitt VIIL.1 werden wir die starke Operatortopologie auf L(X)
einfithren; die Bedingung (3) bedeutet dann die Stetigkeit von ¢ — T} in
dieser Topologie bei t = 0. Analog besagt (3') die Stetigkeit von ¢t — T;

bei ¢ = 0 in der Operatornormtopologie. Beachte noch, daf§ wegen (2) die
Operatoren einer Halbgruppe notwendig kommutieren.

Beispiele. (a) Sei A € L(X) und

0
tr A"
_ StA
Tt =€ = Z ol .
n=0
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Die Reihe konvergiert absolut in L(X); daher definiert sie einen stetigen
linearen Operator. (T})¢>o ist eine normstetige Halbgruppe: (1) ist trivial,
(2) zeigt man wie in der Analysisvorlesung die Funktionalgleichung e®*¥ =
e”e¥ der Exponentialfunktion, und fiir (3’) beachte nur

AN
>

n=1

| All" A
< z:l o t"=¢e 1—0
n—=

IT: —1d|| =

mit ¢ — 0. In diesem Beispiel erhalten wir sogar eine Gruppe, wenn wir
t € R zulassen.
(b) Wir betrachten die Translationshalbgruppe

(Tif)(z) = f(z +1)

auf LP(R), LP[0,00), Co(R) oder Cy[0,00). Es ist klar, dal jeweils (1)
und (2) erfiillt sind. (3) sieht man auf Cy(R) so: Ist f € Cy(R), so ist
f gleichmiiBig stetig (Beweis?). Zu e > 0 existiert dann ein § > 0 mit

lz—yl<d = |f(z)-fly)l <e

Daher gilt fiir 0 <t <6

ITef = flloo = sup[f(z +1) — f(z)] <e.
z€R

Im LP-Fall fir 1 < p < oo zeigt man zuerst Ty f — f auf dem dichten
Unterraum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Triger und schlief3t
daraus mittels sup, | T¢|| < oo, dafl (3) gilt; vgl. Aufgabe I1.5.5. Fiir p = 0o
gilt (3) nicht, wie man am Beispiel f = 1 1) sieht.

Ist die Grundmenge [0, 00), sind die Beweise identisch; im Fall von R
erhiilt man aber sogar eine Gruppe von Operatoren, wenn man auch nega-
tive ¢ zulaft.

(c) Die Wirmeleitungshalbgruppe ist durch To = Id bzw.

T — 2
TH@) = s [ ow(-EG ) fwdy i

auf diversen Funktionenrdumen auf R? erklirt. Wir behandeln den Fall
LP(RY), 1 < p < 0. Setzt man

S il R, >0
o) = g e (= ). we®L >0

so kann (VII.20) mittels der Faltung als

Tif =y f
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geschrieben werden. Die Youngsche Ungleichung (Satz I1.4.4, sie gilt fiir RY
wie fiir T) zeigt
ITefllp < lvellallFllp = 1113

daher sind alle T} stetige lineare Operatoren mit Norm < 1 auf LP(R?).
Die Eigenschaft (1) einer Cy-Halbgruppe gilt definitionsgemifl, und Eigen-
schaft (3) zeigt man mit einer &hnlichen Technik wie in Aufgabe I1.5.6. Es
bleibt, (2) nachzurechnen, das wegen der Assoziativitit der Faltung auf

Vst = Vs * Ve Vs, t >0

hinauslduft. Diese Gleichung kann elementar verifiziert werden, wenn man
nur

7.‘.(1/2 b2
/ exp(—a’y® + 2by — ¢*) dy = — exp(—02 + —2>, a,c€R, be R,
Rd a a

beriicksichtigt; alternativ kann man mittels Fouriertransformation und Auf-
gabe VIIL.4.10 argumentieren.

(VIL.20) definiert auch auf dem Raum Cp(R?) eine Co-Halbgruppe (Auf-
gabe VIL.5.25). Sie wird wegen des Zusammenhangs zur Brownschen Bewe-
gung auch Brownsche Halbgruppe genannt. Der Name Wirmeleitungshalb-
gruppe reflektiert den engen Zusammenhang dieses Beispiels zur Wérme-
leitungsgleichung, vgl. Satz VII.4.7.

(d) Auch in der Theorie der Delay-Gleichungen (Differentialgleichungen
mit nacheilendem Argument) treten Operatorhalbgruppen auf. Bei einer
gewohnlichen Differentialgleichung erster Ordnung héngt «’(¢) nur von u(t)
ab, bei einer Delay-Gleichung jedoch von den u(s) in einem Intervall t —o <
s < t. Diese u(s) bilden die Vorgeschichte von u(t). Wir betrachten ein
lineares autonomes Delay-Anfangswertproblem der Form

u'(t) = L), u(0)=¢eCl-0,0]; (VIL.21)

dabei bezeichnet u(!)(s) = u(s +t), —o < s < 0, und £ ein stetiges lineares
Funktional auf dem Banachraum C[—o,0]. Ein einfaches Beispiel erhilt
man mit £ = §_,, dann lautet die Gleichung v'(t) = u(t — o).

Aus der Theorie der Delay-Gleichungen ist bekannt, daff (VII.21) genau
eine Losung besitzt*; diese wollen wir in der Form u(¥) = T,¢ mit einem
Losungsoperator T; schreiben. Die T; sind dann lineare Abbildungen auf
C[—0,0], und aus der Eindeutigkeit der Losung fiir jeden Anfangswert folgt
die Halbgruppeneigenschaft T, = TsT;. Nach Konstruktion gilt Ty = Id
sowie fir t >0 und —oc <s <0

(Tip)(s) = { (s +1) falls s +¢ <0,

o(0) + [ U(Tpp) d9 falls s+t > 0. (ViL.22)

4Vgl. J. Hale, S. M. Verduyn Lunel, Introduction to Functional Differential Equations,
Springer-Verlag 1993, Theorem 6.1.1.
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Daraus folgt die Abschitzung

t
ITeglloo < Illoo + 1] / | Toplloo 0

(beachte s + ¢ < t) und weiter nach der Gronwallschen Ungleichung (siehe
z.B. Walter [1993], S. 257)

1Tyl < elMfp)lee Vo € C[—0,0].

Das liefert die Stetigkeit der T; auf C[—o,0] und mit (VIL.22) auch noch
lim; 0 || T3¢ — ¢|loc = 0. Damit ist gezeigt, dal die T3, t > 0, eine stark
stetige Operatorhalbgruppe auf C[—ao, 0] bilden.

Wir wollen nun zwei einfache Eigenschaften einer Cy-Halbgruppe ken-
nenlernen.

Lemma VII.4.2 Ist (T});>0 eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum
X, so existieren M > 1, w € R mit

Ty < Me*t vt >0. (VII1.23)
Beweis. Wir zeigen zuerst, daf} ein 7 > 0 mit

K := sup ||Ti|| < o0 (VIIL.24)

0<t<r

existiert. Wire das falsch, gébe es eine Nullfolge (¢,,) mit || 73, || — oco. Nach
dem Satz von Banach-Steinhaus existierte dann ein € X mit ||T3, x| — oo
im Widerspruch zur Eigenschaft (3) einer Cp-Halbgruppe.

Seien nun K und 7 wie in (VI1.24). Schreibe eine Zahl t > 0 als t = nT+¢
mit n € Ny und 0 < ¢ < 7; dann gilt

IZ2) = 72Ty | < TP | Toll < K7 < K(RY7)

letzteres wegen n < t/7, K > ||To|| = 1. Also ist (VIL.23) mit M = K und
w = (log K) /7 erfiillt. a

Das Infimum iiber die in (VIL.23) zuléssigen w, genauer
wo = inf{w: IM = M (w) mit (VIL.23)}, (VIIL.25)

heifit der Typ oder die (exponentielle) Wachstumsschranke der Halbgruppe.
Das Infimum braucht {ibrigens nicht angenommen zu werden und kann —oo
sein (Aufgaben VIL.5.27 und VII.5.28).

Wenn man in (VIL.23) M = 1 und w = 0 wihlen kann, mit anderen
Worten wenn ||T|| < 1 fiir alle ¢ > 0 gilt, heifit die Cp-Halbgruppe (73) eine
Kontraktionshalbgruppe.
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Lemma VII.4.3 Ist (T;) eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum X,
so ist die Abbildung

0,00) x X - X, (t,z)— Tz
stetig, und zwar gleichmdfig in t auf kompakten Teilmengen von [0, 00).
Insbesondere ist fir jedes x € X die vektorwertige Funktion u: t — Tix
stetig; in Zeichen u € C([0,00), X).
Beweis. Seien v € X und tg > 0. Zu § > 0 wéihle hg > 0 mit

Fiir den Beweis des Satzes reicht es, fiir eine gewisse Konstante C' die
Abschétzung

|le—yl| <4, 0<s<t<ty, t—s<hy = |Twx—-Tsy|<Co

zu beweisen. Seien dazu M und w wie in (VIL.23); es folgt

[Tix — Toy|l < ||Tew — Tox|| + || Tox — Toy||
< Tl [ Te—sw — o] + | Tl |z — yll
< Me“*§ + Me“*6.
Man setze also C = 2M, falls w < 0, und C = 2Me“to, falls w > 0. a

Wir wollen einer Cy-Halbgruppe einen (in der Regel unbeschrinkten)
Operator, ihren Erzeuger, zuordnen. Eine Hauptaufgabe der Halbgruppen-
theorie ist, den Zusammenhang dieser beiden Objekte zu studieren.

Fiir eine Halbgruppe (e'”);>0 wie in Beispiel (a) wiirde man A als ,,Er-
zeuger® der Halbgruppe ansehen. Um nun A aus der Exponentialfunktion
e*4 zuriickzuerhalten, mufl man diese differenzieren. Diese Idee steht bei
der folgenden Definition Pate.

Definition VII.4.4 Sei (T3);>0 eine Cp-Halbgruppe auf einem Banach-
raum X . Der infinitesimale Erzeuger (kurz Erzeuger) von (1) ist der Ope-
rator

Ar = lim M
h—0 h

auf dem Definitionsbereich

T x —
dom(A) = {a: € X: lim % existiert}.

—0
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Mit Hilfe der vektorwertigen Funktionen w,): t — Ty 1d8t sich dom(A)
als {a: u’(m)(O) existiert} und Az als (rechtsseitige) Ableitung u’(m)(O) deuten.

Wir berechnen die Erzeuger der Halbgruppen aus den obigen Beispielen.
Dabei stellt sich heraus, dafl A wirklich in der Regel ein unbeschriankter
Operator ist; siehe dazu auch Satz VII.4.9.

Beispiele. (a) Der Erzeuger der Halbgruppe (e*?) ist A selbst; es gilt ja

0 hn—1An
Z n!

n=2

ehd —1d
h

= LAl
<D <hAPMAl 0.

-

n=2

Ferner ist hier der Definitionsbereich des Erzeugers ganz X.
(b) Bei der Translationshalbgruppe gilt punktweise

 Thf@) —f@) . fleth) = fl@) dYf,
i, ——— = lim T = (@)

dT /dx bezeichnet die rechtsseitige Ableitung. Daher ist zu vermuten, daf
der Erzeuger A der Ableitungsoperator f +— f/ ist. Wir bestétigen das in
dem Fall, da8 die T} auf Co(R) (oder Cy[0, 00)) erkldrt sind:
dom(A) = {f € Co(R): f’ existiert und f" € Co(R)},
Af = f.
Sei als erstes f € Co(R) differenzierbar mit f/ € Cy(R). Dann ist f
gleichmiiBig stetig, woraus mit h — 0F

x — f(z oth
T =IO ) = |3 [ rwan- 1w
z+h
<3 Hw-r@ia-o

gleichmiBig in = folgt. Das heifit f € dom(A) und Af = f'.

Ist umgekehrt f € dom(A), so zeigt das punktweise Argument, daf f
rechtsseitig differenzierbar ist; und da Af definitionsgemif in Cy(R) liegt,
ist die rechtsseitige Ableitung stetig. Daraus folgt aber die Differenzierbar-
keit von f schlechthin®.

In der LP-Theorie ist der Definitionsbereich des Erzeugers schwieriger
zu beschreiben. Es sei an den Begriff der absolutstetigen Funktion erinnert
(Definition A.1.9) und daran, daf eine solche Funktion fast iiberall diffe-
renzierbar ist (Satz A.1.10). Dann kann man fiir den Erzeuger der Trans-
lationshalbgruppe auf LP(R), 1 < p < oo, zeigen:

dom(A) = {f € LP(R): f ist absolutstetig und f’ € LP(R)},
Af = f'

5Sieche W. Walter, Analysis I, Springer-Verlag 1985, Satz 12.25.
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(c) Der Erzeuger der Wérmeleitungshalbgruppe ist der Laplaceoperator.
Wir betrachten im Detail den Fall p = 2; hier sieht man das am schnellsten
mittels der Fouriertransformation ein. Zunéchst ist festzustellen, dafl alle
v € (R?) sind. Da die Faltung zweier Schwartzfunktionen wieder eine
Schwartzfunktion ist (Aufgabe VIL.4.10), gilt T3 (. (R?)) C . (R?) fiir alle
t > 0. Als erstes wird nun

lim W =Af Ve [RY (VIL26)

h—0
(mit Konvergenz in L?(R?)) behauptet. Da die Fouriertransformation ein

Isomorphismus auf L?(R?) ist, der den Schwartzraum invariant la8t (Satz
V.2.8), ist (VII.26) wegen Aufgabe VII.4.10 dquivalent zu

VI T T TS

Jim - F(Af)  Vfe. SR

Weiter gelten nach Lemma V.2.6 und Lemma V.2.4

Ful) = e PN = -€5 1)

und da die Fouriertransformation ein Isomorphismus auf .7 (R?) ist, ist
(VIL.26) schlieBlich zu

hqq, _
lim % —qg Vge.ZRY) (VIL27)
dquivalent, wo g(¢) = —&2 gesetzt und wieder die Konvergenz in L?(R?)

gemeint ist. Um (VII1.27) einzusehen, betrachte die Hilfsfunktion

e*—1 2, Znl
®(z) = z _1:; nl
damit gilt
ehtg—g ’ 2 2\|1¢2 2
S8 g =~ @ () -agll = [ PRI ds —0
2

mit A — 0 nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz, denn der Integrand
strebt punktweise gegen 0 und wird von der integrierbaren Funktion |qg|?
majorisiert (beachte —1 < ®(z) < 0 fiir z < 0). Mehr noch: das Argument
zeigt, daf (VIL.26) fiir alle f € L? gilt, fiir die ¢ - .Z f in L? liegt, und das
ist genau fiir die f aus dem Sobolevraum W2(R?) der Fall (Satz V.2.14);
hier ist der Laplaceoperator natiirlich im Sinn der schwachen Ableitungen
zu verstehen. Damit ist fiir p = 2

dom(A) = W*(RY), Af=Af
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gezeigt. Im Fall p # 2 kann man den Definitionsbereich von A als {f €
LP: Af € LP} beschreiben; hier werden Ableitungen im Distributionensinn
aufgefafit, siehe Abschnitt VIIL.5. Fiir 1 < p < co stimmt dom(A) mit dem
auf Seite pageref seite206 angesprochenen Sobolevraum W2P(R?) iiberein,
aber nicht fiir p = 1.

(d) In diesem Beispiel ist der Erzeuger der Ableitungsoperator Ap = ¢’
auf dem Definitionsbereich

dom(A) = {p € C'[~0,0): ¢'(0) = £()}.

Ist némlich zunéchst ¢ € dom(A), so folgt aus (VIL.22)

Tuols) —o(s) | C2%) —o<s<0
(Ap)(s) = lim —————— = E(d(;) ] :E, © (VIL28)

Da Ay stetig ist, mufl ¢ (beidseitig) stetig differenzierbar sein (vgl. das
Argument in Beispiel (b)); also ist ¢ € C'[—0,0), p(0) = £(¢) und Ap =
¢’. Dafl umgekehrt ein solches ¢ zu dom(A) gehort, ergibt sich aus der
gleichméBigen Konvergenz bzgl. s in (VI1.22).

Als n#chstes werden einige Figenschaften des infinitesimalen Erzeugers
A einer Cyp-Halbgruppe studiert. Aus der Definition von dom(A) ergibt sich
nicht unmittelbar, dafl dom(A) mehr als die 0 enthélt. Unser erstes Ziel
ist zu zeigen, dafl A stets dicht definiert und abgeschlossen ist. Dazu wird
das Riemannintegral fiir banachraumwertige stetige Funktionen benétigt.
Dieses kann wie im skalaren Fall als Grenzwert von Riemannschen Summen
erklirt werden; es gelten dann séimtliche vertrauten Rechenregeln (Linea-

ritéit, f; + [, = [ etc.) inklusive des Hauptsatzes

1 t+h
}llin%) 7 / u(s) ds = u(t) (VIIL.29)
- t

fiir stetige Funktionen mit Werten in einem Banachraum. Die Beweise die-
ser Aussagen erfolgen wie im skalaren Fall. Ferner gilt fiir stetige lineare
Operatoren T

b b
T( / u(s) ds) = / T(u(s)) ds. (VIL30)
Zuerst nun ein wichtiges Lemma.

Lemma VII.4.5 Sei A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe (T:) auf dem Ba-
nachraum X, und sei t > 0.

t t
(a) / T.x ds € dom(A) fir alle x € X, und A(/ Tsx ds) =Tiz—=z.
0 0
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(b) Ti(dom(A)) C dom(A).
(¢) TiAz = ATix fir alle © € dom(A).

t
(d) Tix —x= / T, Az ds fir alle © € dom(A).
0

Beweis. Beachte, dafl die Funktionen ¢ — Tz nach Lemma VII.4.3 stetig

sind.
(a) Es gilt nach (VIL.30) und (VII.29)

1 t t 1 t t
7 (Th (/ Tsx ds) —/ Tsxds) = 5 (/ Tsinxds —/ Tsx ds)
0 0 0 0

1 t+h h
= - </ T,xds — / T,x ds)
h\J: 0

— Tix—Tox = Tyx —x

mit h — 0; daraus folgt (a).
(b), (c) Sei x € dom(A). Dann konvergiert mit h — 0

Th(TtJ?) — Ttl‘ - Thx — T
A = Tt( 7 ) — TtAJ},

denn T ist stetig. Also ist Tyx € dom(A) und ATz = T Ax.
(d) Sei x € dom(A). Unter (a) wurde bewiesen

t 1 t t
A/ Tixds = lim — <Th/ Tsx ds—/ Tsxds)
0 h—0 h 0 0

t —
lim T8<M) ds.
0

Tix —x

h—0 h

Wegen z € dom(A) konvergiert

Ts(Thxh— a:) L TuAw

fiir h — 0, und zwar wegen sup <, ||Ts|| < oo (Lemma VII.4.2) gleichméBig
auf [0, ¢]. Daraus folgt

t T _ t
lim Ts( n x) ds = / T, Ax ds,
0 0

h—0 h

und (d) ist bewiesen. O

Es ist zu bemerken, dafl in Beispiel (c) sogar Tix € dom(A) fiir alle
x € X gilt, nicht jedoch in Beispiel (b). Aussage (a) aus Lemma VII.4.5
kann so interpretiert werden, dafl ,im Mittel“ Tix stets in dom(A) liegt;
im Kontext von Beispiel (b) sieht man erneut die glittende Wirkung der
Integration.
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Satz VII.4.6 Der Erzeuger einer Cy-Halbgruppe ist dicht definiert und
abgeschlossen.

Beweis. Sei A der Erzeuger von (T;). Zu x € X und ¢ > 0 betrachte
Xy = %fot Tsx ds. Dann ist nach Lemma VIL.4.5(a) z; € dom(A), und es
gilt nach (VIL.29) lim;_,o s = . Deshalb ist A dicht definiert.

Zum Beweis der Abgeschlossenheit von A betrachte eine Folge (z,,) in
dom(A) mit x, — z, Az, — y € X. Es ist € dom(A4) und Az = y zu
zeigen. Das folgt aus

The —x . Thry — xy
= = lim ———=~
h n—oo h
1 [t
= lim —/ TsAx, ds (Lemma VII.4.5(d))
0

n—00

1h
= = [ Twd
h/o yas

(da TsAx,, — Tsy gleichméBig in s € [0,¢])

mit h — 0. O

Lemma VII.4.5 liefert Informationen iiber die Losungen eines abstrakten
Cauchyproblems

' = Au, u(0) = zo. (VIL31)

Satz VIIL.4.7 Es sei A der Erzeuger der Cy-Halbgruppe (T};) auf einem Ba-
nachraum X, und es sei xo € dom(A). Dann ist die Funktion u: [0, 00) —
X, u(t) = Tyxo, stetig differenzierbar, dom(A)-wertig und eine Losung von
(VIL31). Ferner ist u die einzige Lisung von (VIL.31) mit diesen Eigen-
schaften, und u(t) hingt stetig vom Anfangswert xo ab.

Beweis. Nach Lemma VIL.4.5(b) ist Tyzo € dom(A) fiir alle ¢ > 0, also ist
A(u(t)) wohldefiniert. Fiir die rechtsseitige Ableitung von u gilt

. ou(t4+h)—u(t) . Tipwo —Tize . Thro — To
i = e = I T (T)
= TtAJ)Q = ATtJ?O = A(U(t))
und fiir die linksseitige ebenfalls
t—h)—u(t T —
tg AR Z0l0) gy, gy T 80 g - aGugey)

h—0+ —h h—0+ h
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Im vorletzten Schritt geht ein, dafl wegen sup, <, ||Ts|| < oo die T}, gleich-
gradig stetig sind; mit der Abkiirzung A, = + (T} —Id) lautet die Abschéit-
zung explizit

||Tt,hAh£L'0 — TtAiL'()H ||Tt,hAh£L'0 — thhAxOH + ||Tt7hA{E0 — TtA{E()H
[ Te—nll 1 Anzo — Azol| + || Ti—pAzo — TrAzo|

0

INIA

!

nach Definition von A sowie Lemma VII.4.3. Auflerdem zeigt dieses Lemma
wegen ' (t) = ATyxg = Ty Axg, dafl u' stetig ist.

Sei nun v eine weitere Losung von (VIL.31). Dann liefert die ,,Produkt-
regel“ der Differentiation (Beweis wie in der Analysis) fiir 0 <t < s

iTs,tv(t) = (—1)ATs_v(t) + Ts_0' (t) (denn diTTx = ATTx)
T

dt
= — S,tA’U(t)-FTS,tA’U(t) = 0.

Daraus folgt die Konstanz der Funktion ®: [0,s] — X, ®(t) = T,_v(t);
denn fiir alle Funktionale ¢ € X" ist

d dd

— @ = _— =

dt(eo ) =to dt 0,
so dafl £(®(0)) = £(®(¢)) fur alle t € [0, s], insbesondere fiir ¢ = s. Der Satz
von Hahn-Banach impliziert ®(0) = ®(s), d.h. Tszo = v(s). Da s beliebig
war, ist die Eindeutigkeit der Losung gezeigt.

Die stetige Abhingigkeit von u(t) von xg ist nichts anderes als die Ste-

tigkeit der Operatoren T5. a

Korollar VII.4.8 Zwei Cy-Halbgruppen mit demselben Erzeuger stimmen
tberein.

Beweis. Haben (S;) und (T;) denselben Erzeuger A, so 16sen sowohl ¢ — Sy
als auch t — Tix das Anfangswertproblem

u'(t) = Au(t), u(0) =z € dom(A).

Die eindeutige Losbarkeit impliziert St|dom(A) = Tt|dom(A) fiir alle t > 0
und, da die S; und T} stetig sind und dom(A) dicht liegt (Satz VII.4.6),
St - Tt. O

Will man Satz VII1.4.7 auf ein konkretes Cauchyproblem mit einem gege-
benen Differentialoperator A anwenden, benttigt man Kriterien, mit deren
Hilfe man einem abgeschlossenen Operator ansehen kann, ob er eine Cy-
Halbgruppe erzeugt. Solche Kriterien werden im folgenden hergeleitet.
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Wir behandeln zuerst den Fall normstetiger Halbgruppen. Bei einer
normstetigen Halbgruppe (7%) ist die Abbildung ¢ — T; bzgl. der Ope-
ratornorm stetig, wie aus der fiir 0 < s <t <ty giiltigen Abschétzung

1T = Tsl| = | T5(Te—s = 1)} < | T5[ | Te—s = 1|} < C|I T — Id]|

folgt. Daher konvergiert das Riemannintegral fg Ts ds in der Operatornorm,
und wir kénnen die Operatoren

1 t
M= / T,ds  (t>0) (VIL32)
0

definieren. Da T +— Tz ein stetiger linearer Operator von L(X) nach X ist,
gilt

1t
Mtx:Z/ Tsxds Vr € X.
0

Satz VIL.4.9 Fir eine Co-Halbgruppe (Ty) mit Erzeuger A sind folgende
Aussagen dquivalent:
(i) (T}) ist normstetig.
(ii) A ist stetig.
(i) dom(A) = X.
Sind diese Bedingungen erfiillt, gilt Ty = e'4 fiir alle t > 0.

Beweis. (i) = (iii): Wir verwenden die obige Notation. Ist (7%) normste-
tig, folgt aus (VIL.29) ||[M; — Id|| — 0, denn ¢ — T ist stetig. Fiir hin-
reichend kleines 7 ist deshalb M., invertierbar und insbesondere surjek-
tiv (Neumannsche Reihe, Satz II1.1.11). Nun ist nach Lemma VII.4.5(a)
ran(M,) C dom(A); folglich ist dom(A) = X.

(iii) = (ii): Da A nach Satz VII.4.6 abgeschlossen ist, folgt diese Impli-
kation aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.

(ii) = (i): Betrachte die Halbgruppe S; = e*; nach Beispiel (a) ist (S;)
normstetig und hat A als Erzeuger. Wegen Korollar VIL4.8 ist T, = e*4,

und damit ist auch der Zusatz gezeigt. O

Beachte, daB die Aquivalenz von (ii) und (iii) fiir jeden dicht definierten
abgeschlossenen Operator in einem Banachraum giiltig ist.

Um den fundamentalen Satz von Hille-Yosida iiber die Erzeugung von
Co-Halbgruppen zu formulieren, benttigen wir Grundbegriffe der Spektral-
theorie unbeschriankter Operatoren in einem Banachraum. Diese sind voll-
kommen analog zu denen aus Definition VII.2.14 fiir Hilbertraum-Opera-
toren; auch Satz VII.2.15 gilt entsprechend.

Wir wenden uns als erstes den Kontraktionshalbgruppen zu, also den
Co-Halbgruppen mit ||T3|| <1 fiir alle ¢t > 0.
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Satz VII.4.10 Sei A der Erzeuger der Kontraktionshalbgruppe (Tt).
(a) {A: ReX >0} C p(A4).

(b) N—A)tx= / e MTyads fir alle X\ mit Re A > 0.
0
(e) I[(ReA)(A—A)7 <1 fir alle A mit Re A > 0.

Beweis. Sei Re A > 0; dann ist limy_,o |le *T|| = 0, da || T3] < 1. Wendet
man Lemma VII.4.5 auf die Halbgruppe (e **T}) an, die den Erzeuger A—\
mit Definitionsbereich dom(A) hat, folgt

¢
(A - )\)/ e MTads VreX,
e MTyx —z = ‘ 0

e MT(A—Nxds Vo € dom(A).
0

Der Grenziibergang t — oo liefert

(A= A)/ e MTads VreX,
T = 0

/ e MTy(\— A)xds Vo € dom(A).
0

Daher ist A — A: dom(A) — X bijektiv und A € p(A), und der inverse
Operator hat die in (b) angegebene Gestalt. Schlielich folgt (¢) aus

o0

1A= 4) ]| < / e~ RN | [12]| ds < / e RN . [z =

|l
Re )\’

Teil (b) kann man so deuten, dafi die Resolvente von A die Laplace-
transformation der Halbgruppe ist.

Wir kommen zum ersten Hauptergebnis, wonach die Umkehrung von
Satz VII1.4.10 ebenfalls richtig ist.

Theorem VII.4.11 (Satz von Hille-Yosida fiir Kontraktionshalbgruppen)
Ein Operator A ist genau dann Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe,
wenn A dicht definiert und abgeschlossen ist, (0,00) C p(A) gilt und

IMA—A)H <1 VA>O0. (VIL33)

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen wurde in Satz VII.4.6 und
Satz VII.4.10 bewiesen. Der Beweis der Umkehrung nach Yosida beruht
auf folgender Idee: Definiere fiir A > 0 beschriinkte Operatoren Ay und
die zugehorigen Halbgruppen (ef4*); dann zeige, dal Tiz = limy o, ez
existiert und eine Kontraktionshalbgruppe mit Erzeuger A definiert.
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Fiir A > 0 definieren wir also die Yosida-Approximation
Ay = AMA-A) =0 -A) - e L(X)
und die zugehorige normstetige Halbgruppe (e**); beachte
Az = A\ — A) Az Vo € dom(A).
Die Operatoren et4* sind kontraktiv wegen

HetA)\” < e—At”ez\z(A—A)’lt” < e—/\teH)\z()\—A)’lHt < e M 1;

im zweiten Schritt wurde die fiir einen beschrinkten Operator S giiltige

Abschétzung
oo oo
sn [S]"
e B
1| — |
= n — n!
und im vorletzten die Voraussetzung (VII.33) benutzt.
Wir mochten nun das Verhalten von Ayz und ef4>z fiir A — oo unter-
suchen. Dazu wird zuerst

)\lim Ayz = Ax Vo € dom(A) (VIL.34)

S
lle”ll =

gezeigt. Ist ndmlich y € dom(A), so erhélt man
lim A\ —A) "ty = lim (y + A\ — A)"ly) = v, (VIL.35)
A—00 A—00

denn

_ _ A
40— )7yl = - )~y < 5

mit A — oo wegen (VII.33). Nun ist nach Voraussetzung die Familie der
Operatoren A\(A — A)~! beschriinkt, so daf8 (VIL.35) sogar fiir alle y € X
gilt. Setzt man speziell y = Az ein, erhilt man (VII.34).

Seien jetzt € X und t > 0. Wir zeigen, daB limy_ o ez existiert,
und beweisen dazu die Cauchy-Eigenschaft. Wir gehen aus von

L=y = A (4 — A,
S

integrieren von 0 bis ¢ und wenden dann e‘4

© an; das liefert
t
ety — etAug = / esMet=DAun( Ay — A)a ds.
0
Hier ist zu beachten, dafl fiir kommutierende beschrinkte Operatoren S
und 7 auch e, e, S und T kommutieren und daf et7 = e%eT gilt

(Aufgabe VIL.5.29). Man erhilt jetzt fir z € dom(A)

t
lePa — etz < / les A [ let* =4 ||| Axz — Azl ds
0

N

t|Ayz — Ayz| — 0
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mit \, p — oo wegen (VIL.34). Aber da stets ||e!4*| < 1 gilt, schliefen wir,
daB limy_ . ez sogar fiir alle z € X und nicht blof auf dom(A) existiert;
beachte auflerdem, dafi die Konvergenz gleichméafig auf beschriankten ¢-
Intervallen ist. Fiir jedes ¢ > 0 und jedes « € X kann man daher

Tz = lim ez (VII.36)

A—00

definieren. Dann sind die T} stetige Operatoren mit Norm < 1, da die e*4>

es sind. Der néichste Schritt ist zu zeigen, daf (7});>0 eine Kontraktions-
halbgruppe ist. Hier sind die Forderungen (1) und (2) aus Definition VII.4.1
klar, und die starke Stetigkeit ergibt sich aus der gleichméfigen Konvergenz
in (VIL.36) auf beschrénkten Intervallen.

Schliefllich ist A als der Erzeuger von (7%) zu identifizieren, der einst-
weilen mit B bezeichnet sei. Wir behaupten zuerst

dom(A) C dom(B), Bz = Az fir z € dom(A). (VIL.37)

Fiir x € dom(A) zeigt Lemma VIIL.4.5 nimlich

t t
Tix —z = lim ez — 2 = lim M Ayxds = / T,Ax ds,
0

A—00 A—oo Jo

denn

und das erste Integral strebt nach (VIL.34) mit A\ — oo gegen 0 und das
zweite wegen der gleichmifligen Konvergenz der Integranden.

Andererseits ist 1 € p(A) nach Voraussetzung und 1 € p(B) nach
Satz VIL.4.10. Wegen (VIL.37) ist = (Id — B)(Id — A) "'z fiir alle z € X,
so daBl auch (Id — B)"!'z = (Id — A)~'x fiir alle x gilt, und das zeigt
dom(B) = dom(A).

Damit ist der Satz von Hille-Yosida bewiesen. a

¢ ¢ ¢
/ eSA*A)\xds—/ T, Axds|| < / e || Axz — Az|| ds
0 0 0

t
+ / e Az — T, Az| ds,
0

Das niichste Ziel wird sein, den Satz von Hille-Yosida auf beliebige
Co-Halbgruppen auszudehnen. Dazu wird eine Umnormierungstechnik ver-
wandt; beachte, dafl die starke Stetigkeit einer Halbgruppe, also Forde-
rung (3) aus Definition VIL4.1, bei Ubergang zu einer dquivalenten Norm
erhalten bleibt, und auch der Erzeuger dndert sich dabei nicht.

Hier ist als erstes die notwendige Spektralbedingung an den Erzeuger
einer Cy-Halbgruppe, die sich in Theorem VII.4.13 auch als hinreichend
erweisen wird.
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Satz VII.4.12 Sei (T}) eine Co-Halbgruppe mit ||T3|| < Me*“" fiir allet > 0
und A ihr Erzeuger. Dann gelten

(a) {A: ReX >w} Cp(A),

b)) A=A te= / e MTyads fir alle X mit Re X > w,
0
() IReA—=w)"(A=A)""|| < M fir alle \ mit ReA >w, n € N.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall w = 0, so da8 stets | T3] < M
vorausgesetzt ist. Der Ausdruck

|/l = sup (| Tz ||
>0

definiert eine Norm, die wegen ||z|| < ||z|| < M||z|| zur urspriinglichen
Norm #quivalent ist. Die zugehorige Operatornorm bezeichnen wir ebenfalls
mit diesem Symbol, also [|S|| = sup, <1 [[Sz[[- In der neuen Norm ist (7%)
eine Kontraktionshalbgruppe, denn

ITex || = sup || T7 ez < l]]-
7>0

Satz VII.4.10 impliziert daher {\: Re A > 0} C p(A4) und
I(ReX)™ (A = )7 < [[Re M) (A = A) " <1

fiir alle Re A > 0, n € N, und Satz VII.4.12 ist in diesem Spezialfall gezeigt,
denn ||S|| < M|||S]| fir alle S € L(X).

Im allgemeinen Fall gehen wir zur Halbgruppe S; = e~ “'T} mit dem
Erzeuger A — w iiber, fiir die ||S]] < M fiir alle ¢ > 0 gilt. Nach dem
bereits Bewiesenen ist {u: Rep > 0} C p(A—w) ={A—w: XA € p(A)} und
[[(Re )™ (g — (w — A))™"|| < M fiir alle Re x> 0 und n € N. Schreibt man
1= A—w, so liefert das sofort die Behauptung. Der Beweis der Formel fiir
die Resolvente ist wie in Satz VII.4.10. a

Wir kommen zur Umkehrung.

Theorem VII.4.13 (Satz von Hille-Yosida im allgemeinen Fall)

Ein Operator A ist genau dann Erzeuger einer Cy-Halbgruppe, wenn er
dicht definiert und abgeschlossen ist und Konstanten w € R, M > 1 ewi-
stieren, so daf (w,00) C p(A) und

fA=w)* A=A~ <M VYA >w, neN (VIL.38)

In diesem Fall erfiillt die erzeugte Halbgruppe die Abschitzung || Ty|| < Me**
fiir alle t > 0.
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Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen wurde gerade in Satz VII1.4.12
bewiesen. Die Hinlénglichkeit wird wieder zuerst im Spezialfall w = 0 un-
tersucht. Die Idee fiir den Beweis ist, durch eine geschickte Umnormierung
(VIL38) in (VIL.33) zu iiberfithren und dann Theorem VII.4.11 anzuwen-
den.

Wir fiihren zuerst zu jedem p > 0 die durch

], = sup [|p" (n — A) "]
n>0

definierte Norm || . [, auf X ein. Dies ist eine dquivalente Norm, denn
(VIL.38) liefert
[zl <zl < Mll=|; (VIL39)

auBerdem gilt nach Konstruktion
it — ) < 1. (VIL40)
Wir werden zeigen, daB |||, mit 1 monoton wichst. Dazu wird als erstes
[MA=A) T, <1 Yo<A<u (VIL41)

behauptet; das ergibt sich folgendermafien aus der Resolventengleichung
(vgl. Satz VII.2.15(b)):

A=A = M= +m=-Ne—-A" A=A,
o= A 4 nac
L0 7 (aeh (VILIO)

IN

Hu—m*m+%O—W@—AVWJ

Weiter hat man fiir 0 < A < g und n € N wg. (VIL.39) und (VIL.41)
X = A) 7" < AT = ATl < A= AT el <l

und daher
lzllx <[zl  VO<X<pu.

Wir kénnen deshalb die dquivalente Norm
zl| = lim ||z
=l = Jina ],
einfiithren, die ebenfalls
=]l < fll=ll < M]l] (VIL42)

erfiillt. (VIL41) liefert [[A(A — A)~!|| <1, also die Hille-Yosida-Bedingung
(VIL.33); man lasse ndmlich in

XA = A) 2]y <l
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1 — oo streben.

Theorem VII.4.11 garantiert jetzt, dal A der Erzeuger einer Cy-Halb-
gruppe mit || 73| < 1 ist; (VIL42) liefert ||Tix| < || Tez|| < ||zl < M|z,
also || T|| < M, und Theorem VII.4.13 ist im Fall w = 0 gezeigt.

Im Fall eines beliebigen w betrachten wir B = A — w. Nach dem gerade
Bewiesenen erzeugt B eine Cp-Halbgruppe mit ||.S;|| < M. Der Operator A
erzeugt dann die Halbgruppe T} = €“!S;, und die erfiillt || T3] < Me“!.

Damit ist das Theorem vollstéindig bewiesen. m|

Die Bedingungen im Satz von Hille-Yosida kénnen so verstanden wer-
den, daf} die in einem geeigneten Sinn ,nach oben beschrankten“ Opera-
toren Cp-Halbgruppen erzeugen und ,negative“ Operatoren Kontraktions-
halbgruppen.

Obwohl die Theoreme VII.4.11 und VII.4.13 in theoretischer Hinsicht
sehr befriedigend sind, sind sie in der Praxis hdufig schwierig anzuwen-
den, da man eine explizite Kenntnis der Resolvente benotigt. Deshalb soll
jetzt ein praktikableres Kriterium aufgestellt werden. Die dabei auftauchen-
den dissipativen Operatoren konnen als Analoga der negativen selbstadjun-
gierten Operatoren im Kontext eines Banachraums verstanden werden.

Definition VII.4.14
(a) Die Dualititsabbildung auf einem Banachraum X ist die mengen-
wertige Abbildung J: X — PB(X’) mit

J(@) = {a": 2’| = ||z|| und 2’(z) = [l[|*}.
(b) Ein linearer Operator A in X heifit dissipativ, falls
Vz € dom(A) 32’ € J(z) Rea'(Az) <0. (VIL.43)
(¢) Ein linearer Operator A in X heifit akkretiv, falls — A dissipativ ist.

Nach dem Satz von Hahn-Banach ist stets J(z) # (. Im Fall eines Hil-
bertraums H, wo H' wie iiblich mit H identifiziert wird, ist J(z) = {z}, und
ein Operator ist genau dann dissipativ, wenn Re{Az,x) < 0 auf dom(A)
gilt. Insbesondere trifft das auf selbstadjungierte Operatoren mit negativem
Spektrum zu (vgl. Aufgabe VII.5.23).

Auch fiir X = LP mit 1 < p < oo ist J(f) C L? = (LP)’ stets einelemen-
tig, nimlich J(f) — {g} mit g(w) = /|2 7T @) baw. g(w) — 0
fiir f(w) =0. Fiir p =1 oder p = oo sowie X = C[0,1] ist J i.a. tatséchlich
mengenwertig; fiir X = C[0,1] ist z.B. J(1) die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmafle auf [0, 1].

Beispiel. Sei X = Cy(R?), und betrachte den Laplaceoperator mit dem De-
finitionsbereich dom(A) = .(R%). Dann ist A dissipativ: Zu ¢ € .%(R?)
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existiert eine Stelle xg, so daf ||¢]le = |@(x0)|. Setze o = p(xp) und be-
trachte das Funktional ¢ = ady,. Dann ist £ € J(p) klar, und weiter gilt

Re l(Ayp) = Re a(Ap)(zg) < 0,

denn die reellwertige Funktion ¥ = Re ap nimmt bei xy ihr Maximum an,
und dann miissen bei zq alle 9% / 8:5? < 0 sein.

Satz VII.4.15 FEin linearer Operator A ist genau dann dissipativ, wenn
l(A = A)z|| > Az VA >0, z € dom(A). (VIL.44)

Beweis. Sei A dissipativ. Zu z € dom(A) wihle 2’ € J(z) mit Re 2’ (Az) < 0;
fiir alle A > 0 folgt dann

I(A = Azl [l']] = |2"((A = A)z)| = Rea’((A - A)z)

>
> ARed/(x) = Alz|?,
was wegen ||z’|| = ||z|| (VI1.44) ergibt.

Umgekehrt sei (VIL.44) vorausgesetzt. Zu z € dom(A4) und A > 0 sei
ein beliebiges z, € J(Ax — Az) gewéhlt. Fiir v} = 2/, /|| || gilt dann nach
(VIL.44) bzw. nach Wahl von z/,

Alzll < [[Az = Az]| = yy(Az — Az) = AReyj(z) — Rey)(Ax).

Daraus folgen die beiden Ungleichungen

e < Reyh () + 5L Regs (40) <0
Sei E = lin{z, Az} C X und z;, = y,,| p- Dann besitzt die beschrénkte Folge
(z1,) des endlichdimensionalen Raums E’ einen Hiufungspunkt 2’; sei y’ €
X' eine Hahn-Banach-Fortsetzung von z’. (Leserinnen und Leser, die mit
dem Satz von Alaoglu aus dem niichsten Kapitel (Korollar VIII.3.12) bereits
vertraut sind, konnen an dieser Stelle einfach einen Schwach*-H&ufungs-
punkt ¢’ der y.,, n € N, wihlen.) Auf jeden Fall folgt damit ||y'|| < 1, ||z]| <
Rey'(z), Rey'(Ax) <0, so daBl 2’ := ||z||y’ € J(z) und Rez/(Az) <0. O

Jetzt konnen wir eine weitere Charakterisierung der Erzeuger von Kon-
traktionshalbgruppen beweisen.

Theorem VII.4.16 (Satz von Lumer-Phillips)

Sei A ein dicht definierter linearer Operator in einem Banachraum X . Ge-
nau dann erzeugt A eine Kontraktionshalbgruppe, wenn A dissipativ ist und
Ao — A fiir ein Ag > 0 surjektiv ist.
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Beweis. Erzeugt A eine Kontraktionshalbgruppe, so gilt (0,00) C p(A),
und die Hille-Yosida-Bedingung (VII.33) impliziert sofort (VII.44), so daf
A dissipativ ist.

Umgekehrt sei A dissipativ und Ag — A surjektiv. Aus (VI1.44) folgt, daB
Ao — A auch injektiv mit stetiger Inverser ist. Insbesondere ist (A\g — A)~!
abgeschlossen und deshalb auch Ag — A sowie A, vgl. Aufgabe IV.7.15.

Wenn gezeigt werden kann, daf alle A — A fiir A > 0 surjektiv sind,
so zeigt die obige Uberlegung (0,00) C p(A), und da (VIL44) fiir den
dissipativen Operator A (VII.33) impliziert, ist der abgeschlossene Operator
A nach dem Satz von Hille-Yosida Erzeuger einer kontraktiven Halbgruppe.
Wir betrachten daher

A ={\ e (0,00): A\ — A ist surjektiv} = (0,00) N p(A4).

Offensichtlich ist A eine offene Teilmenge von (0, 00) und # @, denn A\g € A.
Wir werden zeigen, dal A in der Relativtopologie von (0,00) auch abge-
schlossen ist, was, wie gewiinscht, A = (0, c0) liefert.

Sei also (Ay,) eine Folge in A mit A, — X € (0, 00). Wegen (VIL.44) folgt
mit Aufgabe VII.4.1, deren Aussage auch fiir unbeschrinkte Operatoren
gilt, daf3

. 1
dist (An, 0(4)) > TOw = AT >
und daher auch
dist()\, J(A)) >A>0,

d.h. X € p(A). 0

Als Beispiel behandeln wir ein einfaches Anfangsrandwertproblem:

Vg = Upg firt >0, 0 <z <1,
) folz) firo <z <1, (VIIL.45)
v(t,0) = v(t,1) = 0 fiir ¢t > 0.

Dieses Problem iibersetzen wir in ein abstraktes Cauchyproblem wie folgt:
Setze X = {f € C[0,1]: f(0) = f(1) = 0} mit der Supremumsnorm,
Af = f” mit dom(A) = {f € C?[0,1]NX: f” € X} und (u(t))(z) = v(t, z).
Statt eine skalarwertige Losung v von (VII.45) zu bestimmen, versucht man,
eine vektorwertige Losung u: [0, 00) — X von

u' = Au, u(0)= fo (VIL.46)

zu finden. Eine solche Losung existiert nach Satz VIL.4.7, wenn A eine
Co-Halbgruppe auf X erzeugt und fo € dom(A). Ersteres folgt aus dem
Satz von Lumer-Phillips: Zun#chst ist es nicht schwierig zu zeigen, dafl A
abgeschlossen und dicht definiert ist; die Technik aus Lemma V.1.9 zeigt
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némlich, da8 2(0,1) dicht in X liegt. Die Dissipativitiit von A folgt wie im
obigen Beispiel des Laplaceoperators. Schliellich ist Id — A surjektiv; diese
Aussage ist dazu dquivalent, dafl fiir jedes ¢ € X das Randwertproblem
f=1f" =g, f(0) = f(1) = 0, eindeutig 16sbar ist. Das ist jedoch ein
bekannter Satz aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen (siehe
z.B. Walter [1993], S. 219).

Dies ist natiirlich nur die Spitze des Eisbergs; auch wesentlich allge-
meinere Anfangsrandwertprobleme fiir gleichméfig stark elliptische Diffe-
rentialoperatoren in LP kénnen mit Halbgruppenmethoden gelést werden,
siche etwa Pazy [1983].

VII.5 Aufgaben

Es bezeichne H stets einen komplexen Hilbertraum und X einen komplexen
Banachraum.

Aufgabe VII.5.23 Sei T: H D dom(7T") — H dicht definiert. Der numerische
Wertebereich von T ist

W(T) ={(Tz,z): x € dom(T), ||z| = 1}.

(a) Ist A ¢ W(T), so gilt

0 < distO\, W(T)) < [(A=T)z|| Yz € dom(T), |Jz]| = 1.

(b) Ist A ¢ W(T) und X € p(T), so gilt

1

16 =D7 < gmeway

(c) Ist T selbstadjungiert, so gilt o(T) C W(T) sowie inf o(T) = inf W(T),
supo(T) = sup W(T).
(Tip: Ist inf o(T) = 0, zeige (A — T) 'y,y) < 0 fiir A < 0; setze dann
y = (A —T)z und lasse A — 0 streben.)

Aufgabe VII.5.24 Sei (T3) eine Familie stetiger linearer Operatoren auf einem
Banachraum, die (2) bzw. (2) und (3) aus Definition VIL.4.1 erfiillt. Gilt dann
auch (1)?

Aufgabe VIIL.5.25 Zeige, dafl die Warmeleitungshalbgruppe (siehe (VII.20)) ei-
ne Co-Halbgruppe auf Co(R?) ist.

Aufgabe VIIL.5.26 Sei ¢: R? — R eine nach oben beschriinkte stetige Funktion.
Betrachte die Operatoren (T3 f)(x) = €'® f(z) auf Co(R?) oder LP(R?), 1 < p <
oo. Zeige, daBl (1) eine Co-Halbgruppe ist. Was ist ihr Erzeuger? Wann erhilt
man auch fiir p = oo eine Co-Halbgruppe?
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Aufgabe VIL.5.27 Sei X = {f € C[0,1]: f(1) = 0}, und die Operatoren Tj:
X — X seien durch (T3f)(z) = f(z+1¢) fiir 0 < x+t <1 und (T2.f)(z) = 0 sonst
erklirt. Zeige, da8 (T)¢>0 eine Co-Halbgruppe auf X ist, und bestimme ihren
Erzeuger sowie ihre Wachstumsschranke.

Aufgabe VIIL.5.28 Sei X = R? mit der Summennorm, A(z1,x2) = (z2,0) und
T; = e*4. Bestimme die Wachstumsschranke von (7;). Wird das Infimum in
(VIL.25) angenommen?

Aufgabe VIIL.5.29 Seien S,T € L(X) kommutierende Operatoren. Dann gilt
ST = 9T,

Aufgabe VII.5.30 Betrachte die Operatoren Af = f” und Bf = " — f”
jeweils mit dem Definitionsbereich W3(R) C L*(R). Dann erzeugt A eine Co-
Halbgruppe, B jedoch nicht.
(Tip: Fouriertransformation!)

Aufgabe VIL.5.31 Sei A: X D dom(A) — X ein dicht definierter Operator mit
p(A) # (. Dann ist A abgeschlossen.

Aufgabe VIL.5.32 Sei A: X D dom(A) — X ein dicht definierter dissipativer
Operator mit (0,00) N p(A) # @. Dann gilt

Va € dom(A) V' € J(x) Rex'(Az) <0.

Aufgabe VIIL.5.33 Ein Operator A: X D dom(A) — X heifit abschliefbar, falls
A eine abgeschlossene Erweiterung besitzt.
(a) A ist genau dann abschliebar, wenn aus z, — 0, (Az,) Cauchyfolge
auch Az, — 0 folgt.
(b) Ist A abschlieBbar, so ist der Abschlu8 des Graphen gr(A) C X @& X der
Graph eines abgeschlossenen Operators A. A heifit die Abschlieflung von
A und ist offenbar die kleinste abgeschlossene Erweiterung von A.
(c) Gib ein Beispiel eines nicht abschlieBbaren Operators.

Aufgabe VIL.5.34 Ein determinierender oder wesentlicher Bereich (engl. core)
eines dicht definierten abgeschlossenen Operators A: X D dom(A) — X ist ein
Untervektorraum D C dom(A), der bzgl. der Graphennorm ||z||a = ||z|| + ||Az]]
dicht in dom(A) liegt. Zeige, dal D genau dann ein determinierender Bereich fiir
A ist, wenn A die AbschlieBung von A|p ist. Ist A € p(A), trifft das genau dann
zu, wenn (A — A)(D) dicht in X liegt.

Aufgabe VIIL.5.35 Sei A: X D dom(A) — X ein dicht definierter dissipativer
Operator.
(a) Dann ist A abschliefbar, und A ist ebenfalls dissipativ.
(b) Hat fiir ein Ag > 0 der Operator A\g — A dichtes Bild, so ist Ao — A
surjektiv, und A ist der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe.

Aufgabe VII.5.36 Hat ein Banachraum einen strikt konvexen Dualraum (siehe
Aufgabe 1.4.13), so ist die Dualitétsabbildung stets einelementig.
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Aufgabe VII.5.37 Sei X = C[0,1] und Af = f” mit dem Definitionsbereich
dom(A) = {f € C?[0,1]: f/(0) = /(1) = 0}. Dann erzeugt A eine Kontraktions-
halbgruppe auf X.

Aufgabe VIIL.5.38 (Operatorgruppen)
(a) Sei A: H D dom(A) — H selbstadjungiert. Sei T} := e*** gemifl (VIL.16)
definiert. Dann ist (7%):cr eine Gruppe von unitiren Operatoren, d.h. es
ist Tsyt =TT fiir s,t € R, fiir die

limTiyx =z Ve e H
t—0
gilt. (Wegen dieser Eigenschaft nennt man (7;) wieder stark stetig.) Fer-

ner ist
Tix —x

lim

t—0
(Tip: Analysiere zuerst den Fall A = Mjy.)
(b) Ist A ein stetiger selbstadjungierter Operator, so gilt sogar

=iAx Vz € dom(A).

lim || T, — Id|| = 0.
t—0

(c) Sei A die selbstadjungierte Erweiterung von i auf (R) (siehe Aufga-

be VII.4.20). Was sind in diesem Fall die 737

(d) (Satz von Stone)
Jede stark stetige Gruppe unitdrer Operatoren kann als {e“A: t € R}
mit einem selbstadjungierten Operator A geschrieben werden; man nennt
hiufig A — statt iA — den Erzeuger der Operatorgruppe. Zeige diesen Satz
mit Hilfe des Satzes von Lumer-Phillips.

VII.6 Bemerkungen und Ausblicke
L]

Das fundamentale Theorem VII.4.11 iiber die Charakterisierung der
Erzeuger von Kontraktionshalbgruppen wurde 1948 unabhéingig und fast
gleichzeitig von Yosida (J. Math. Soc. Japan 1 (1948) 15-21) und Hille
(in der von ihm allein verfafiten 1. Auflage von Hille/Phillips [1957]) be-
wiesen. Der Beweis im Text beschreibt den Zugang von Yosida, wihrend
Hilles Beweis von der Formel e'* = 1/e7" = lim,, (1 — ta/n)"" aus-
geht. Diesen Term kann man némlich auch fiir einen unbeschréinkten Ope-
rator A als Potenz der Resolvente [(Id — £A)7!]" interpretieren und auf
Konvergenz untersuchen; hingegen ergeben die naheliegenden Kandidaten
lim,, (Id + £A)™ und Y " A" /n! fiir unbeschréinkte Operatoren i.a. kei-
nen Sinn. Kurze Zeit darauf erhielten 1952 — wiederum unabhéngig und
fast gleichzeitig — Feller, Miyadera und Phillips die allgemeine Version des
Theorems VII.4.13, das in der Literatur gelegentlich Satz von Hille-Yosida-
Phillips genannt wird. Lumer und Phillips bewiesen Theorem VII.4.16 in
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Pac. J. Math. 11 (1961) 679-698; der Satz von Stone iiber unitére Opera-
torgruppen (Aufgabe VII.5.38) wurde erstmals in Stone [1932] gezeigt.

Operatorhalbgruppen finden u.a. in der Wahrscheinlichkeitstheorie An-
wendung (dazu siehe z.B. Lamperti [1977]), in der mathematischen Physik
(Reed/Simon [1975]) und bei den partiellen Differentialgleichungen (Pa-
zy [1983]). Detaillierte Darstellungen der Halbgruppentheorie findet man
bei Davies [1980], Engel/Nagel [1999], Goldstein [1985], Pazy [1983] und
natiirlich in der klassischen Quelle Hille/Phillips [1957].

Viele in den Anwendungen vorkommende Halbgruppen (T3) besitzen
die Zusatzeigenschaft, zu einer in einem Sektor 3% = ¥, U {0} = {z € C:
larg(z)| < a} U{0} der komplexen Ebene definierten Halbgruppe (T) aus-
gedehnt werden zu kénnen, so dafl z — T, x eine banachraumwertige analy-
tische Funktion im offenen Sektor ¥, ist. Dabei nimmt die starke Stetigkeit
bei z = 0 die Form lim, .o T.x = x an, wo die z in einem Teilsektor Z%,
B < a, von XY bleiben miissen. Solche Halbgruppen werden analytische
Halbgruppen genannt und ihre Erzeuger sektorielle Operatoren. In diesem
Kontext gilt folgender Satz vom Hille-Yosida-Typ:

o Fin dicht definierter abgeschlossener Operator A erzeugt genau
dann eine analytische Halbgruppe (Tz)zezg, die in allen Teilsek-
toren Z%, B < a, beschrinkt bleibt, wenn g4 r/o C p(A) und fir
alle B < « eine Konstante Cg existiert mit

IMNA=A)TH <Cs  YAE g,

Zum Beispiel erzeugt der Laplaceoperator eine analytische Halbgruppe auf
LP(R?) mit dem Winkel a = /2. Eine interessante Eigenschaft analytischer
Halbgruppen ist, dafl Tyxz € dom(A) fiir alle # € X und nicht nur fiir
x € dom(A); entsprechend ist das Cauchyproblem (VII.31) sogar fiir alle
xo € X 1osbar mit Losung u(t) = Tyzo in C([0,00), X) N C*((0,00), X).

Bei der Diskussion eines Cauchyproblems ist man natiirlich nicht nur an
der Losbarkeit schlechthin interessiert, sondern auch an den Eigenschaften
der Losung, z.B. an deren asymptotischem Verhalten. Im Endlichdimensio-
nalen gilt fiir jede Losung von u' = Au bekanntlich u(t) — 0 mit ¢ — oo,
wenn sg := sup{Re A: X\ € 0(A)}, die Spektralschranke von A, negativ ist;
genauer ist hier die Wachstumsschranke wg gleich der Spektralschranke.
Im unendlichdimensionalen Fall gilt wg = sg z.B. fiir jede analytische Halb-
gruppe und fiir positive Halbgruppen auf LP (Weis, Proc. Amer. Math. Soc.
123 (1995) 3089-3094 oder Proc. Amer. Math. Soc. 126 (1998) 3253-3256),
aber nicht immer. (Ein Operator T auf einem Funktionenraum heifit positiv
im Sinn von ,positivitdtserhaltend”, wenn f > 0 = Tf > 0.) Damit eng
verwandt ist der spektrale Abbildungssatz fiir Halbgruppen.

o Ist (T;) eine Cy-Halbgruppe mit Erzeuger A, fir die t — T} auf
einem Intervall [tg,00) normstetig ist (z.B. eine analytische Halb-
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gruppe), so gilt
et = L N e a(A)} = o(Ty) \ {0}
In diesem Fall folgt wy = sg.

Eine andere hinreichende Voraussetzung fiir die Giiltigkeit des spektralen
Abbildungssatzes ist, dafl fiir t > ¢y alle T} kompakt sind. Ohne weitere
Voraussetzungen gelten aber nur e**(4) C o(T}) \ {0} und wy > s, selbst
wenn die T} positive Operatoren auf einem Funktionenraum sind. Arendt
(Diff. Int. Eq. 7 (1994) 1153-1168) gibt dafiir folgendes einfache Beispiel:
Sei X = LP(1,00) N L"(1,00), wo 1 < p < r < oo, mit der Norm || f|| =
max{[|f[lp [ fll-} und T;f(x) = f(ze'). Dann ist (Af)(z) = zf'(z) und
so = —1/p < —=1/r = wp. Im iibrigen liefert der Satz von Datko-Pazy ein
wichtiges Kriterium fiir die Stabilitét der Losung (Pazy [1983], S. 116):

o FEs gilt wg < 0 genau dann, wenn fir ein p > 1

/ (| Tez||? dt < oo Vo e X.
0

Eine wichtige Frage iiber Erzeuger von Operatorhalbgruppen lautet:
Wenn A eine Cp-Halbgruppe erzeugt und B ein weiterer Operator ist, ist
dann auch A + B ein Erzeuger? Wenn B beschrénkt ist, trifft das zu. Fiir
Kontraktionshalbgruppen gilt das folgende Kriterium:

o Sei A der Erzeuger einer Kontraktionshalbgruppe. Ferner sei B ein
dissipativer Operator mit dom(B) D dom(A), fiir den Konstanten
0<a<1lundb>0 mit

|Bz|| < al|Az|| + b||x| Vz € dom(A)

existieren. Dann erzeugt auch A + B: X D dom(A) — X eine
Kontraktionshalbgruppe.

Die Ahnlichkeit dieses Resultats zum Stérungssatz von Rellich (siehe oben)
ist frappant; in der Tat kann man den Rellichschen Satz aus diesem herlei-
ten, wenn man A = +4i7 und B = +iS setzt.

Manchmal kann man die von A + B erzeugte Halbgruppe explizit be-
schreiben, z.B. in der folgenden Trotter-Formel, die ein unendlichdimen-
sionales Analogon zu der auf Lie zuriickgehenden Formel fiir Matrizen
eATB = lim,, o (eA/"eB/™)" darstellt.

e Fsseien A, B und die Abschlieffung von A+ B Erzeuger der Kon-
traktionshalbgruppen (St), (Ty) und (U;). (Der Definitionsbereich
von A+ B ist dom(A) Ndom(B).) Dann gilt

lim (S;/nTy/n)"x = Uz Vze X, t>0.
n—od
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Ein iiberraschender Aspekt der Halbgruppentheorie auf L ist der Satz
von Lotz (Math. Z. 190 (1985) 207-220), wonach jede Cy-Halbgruppe auf
L> automatisch normstetig ist; mit anderen Worten ist jeder Erzeuger ei-
ner Cy-Halbgruppe hier automatisch beschriankt. Es ist iibrigens nicht ganz
einfach, {iberhaupt einen dicht definierten abgeschlossenen unbeschriankten
Operator in L* zu definieren. Ein Beispiel erhélt man so: Nach Aufga-
be I1.5.14 existiert ein isometrischer Operator J: £2 — L'(R). Der adjun-
gierte Operator J': L®(R) — ¢? ist dann eine Quotientenabbildung und
insbesondere surjektiv. Setze dom(A) = {f € L>®(R): J'f € ¢!} und A:
L>®(R) D dom(A) — ¢, Af = J'f; dieser Operator hat die gewiinschten
Eigenschaften. Der Satz von Lotz gilt auch fiir £°° und den Banachraum
H*®® aller beschrinkten analytischen Funktionen im Einheitskreis.
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