§ 18 Dimensionssitze

Generalvoraussetzung: K K&rper, V, V' K-VR'e
Ziel dieses Abschnitts ist es Formeln fiir dim V/U, dim (U + W)

sowie flir dim (Kern f) (dim des L&sungsraums eines linearen

homogenen Gtéichungssystem), und dim (Im f) fir einen Vektorraum-

‘Homomorphismus f @“Mﬂébut

Dazu definieren wir

pV e o = FORRAE
(13.1) Definition vV/U codim,U T

Sei U UR von V. U= %" aimv

codim U :=dim_(V/U) heiBt
| v K U dimy
Kodimension von U bzgl, V (iiber K).

hel- --_.._l-__-_

(18.2) Satz

Flir jeden UR U eines K-VR's V gilt

dlmKUi-codlmVU==d1mKV

' Beweis:  sei B, ={ui[i €I} Basis von U. Dann 1Bt sich B,
' zu einer Basis B von V ergdnzen, und es gilt V =U @&W mit W :=<B'\B1>
(vgl. 13.6). Daraus folgt

dim Vv =|B|=|B1]+|B'\B1| =dim U +dim W.

Andererseits gilt [ddq ba Tsemetpaisvun e Divnension cﬁm.\\:m\o’\eibtyz

‘dimKW Tdim(U(@W)/U =dimKV/U =codimVU.
(1R.9) a

Anmerkung: Damit ist auch gezeigt, daB die
Dimension eines Komplements von U gleich der
Dimension des Faktorraums nach U ist.
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(15.3) Korollar

Ist dimKV <o und U UR von V, so gilt

codlmVU = dlmKV/U =d1mKV —dlmKU

(18.4) Anmerkung

Seien X und Y UR'e von V mit X NY ={@}. Dann gilt

dlmK(X:aY) =d1mKX +d1mKY .

- Beweis: Widhle eine Basis B1 von X und eine Basis B2 von Y.
Wegen X NY ={@} folgt B, NB, =@ und B, UB, 1l.u.,nach (12.6)
ist <B1 UB2> =<B1> @<B2> =X @Y und damit B1 0B2 Basis von

XaY. ) .
©Y. o -+ Anmerkung: Ein alternativer Be-

wels ergibt sich wie in 19.2 aus der Bemerkung,
daB Y Komplement von X in X @Y ist.

Flir beliebige Summen, also auch nicht-direkte, folgt aus
dem 1. Isomorphiesatz (12.3),. also aus
(X+Y)/X=Y/(XNY), das dimK(X +Y)/X = dimKY/(X ny) gilt.
j Hieraus erhdlt man

‘ dimKY = dj_mK(Xn Y) +cod_1'_mY(XﬂY) =dj_mK(Xn Y) +dj_mKY/(Xn Y)

XaY
UR v, Y

= dlmK(XﬂY) +dj_mK(X+Y) /X=dj_mK(XﬂY) +wdmx.+yx

und damit

djnH<Y+dj_mKX=djmK(XnY) + Lcodinl}{+YX+dj_rr11<X) x[?R
=dmkmny)+¢mkm+Y)

v. X+Y
Anmerkung: Der Beweis vereinfacht
sich, falls dim(X #Y)endlich ist.

(18.5) Satz

' |l Seien X,Y UR'e des VR's V. Dann gilt

dimg (X +¥) +dimg (X NY) = dimX + dim Y




Bsp.: V=R}, K=R

Seien X und Y zwei (verschiedene) UReder dim 2 (geometrisch
gesehen also zwei verschiedene Ebenen durch den Nullpunkt).
XNY ist ebenfalls UR. Wir zeigen, d&ss dim34X11Y)==1 ists

XY =2XgX+YcV =»2=d4dim X:dim(X+Y) <dim V=3 = dim(X +Y) = 3,

Mit (18.5) folgt dim (XNY)=dim X+dim Y-dim(X+Y)=2+2-3=1.

In Hf3 schneiden sich also zwei verschiedene Nullpunktsebenen

stets in einer (Nullpunkts-) Geraden

Auch bei den UR'en, die mit einem Homomorphismus in Verbindung
stehen, lassen sich Aussagen liber die Dimension aus (19.2)

gewinnen:

(19.6) Definition

Sind V,V' K=VR'e und ist f : V—V"' ein VR~Homomorphismus,

dann heigt
def f := dimK(Kern £) der Defekt von f und
rg f ﬁ=dimK(Im f) der Rang von f
Vl
- -y V '
v - -
;\I/Kernf
rq £ Imf V/Kern £ = Im £
R S < f] X .
| I exrn *gig, def f+rg £f=dim Vv

{o} {o}—¥
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(18.7) Satz

Sind V,V' K-VR'e und f : V — V' VR-Homomorphismus. Dann

gilt

dimK(Kern f)-+dimK(Im f) =| def £+ rg f==dimKV

Bew.: Aus V/Kern fx=Im f (Homomorphiesatz) folgt sofort
dim X (V/Rernf) = dimK(Im f), also codimV(Kernf) =rg £
und daher

def f+rg £=dim_(Kem f) + codim_(Kernf) = dim_V,. =
K \4 (19.2) K

198 (c)iﬁib f injektiv < Kern f = {0} @dimK(Kern f) =0 & def £f=0
‘ (10. %)

und £ surjektiv = rg f=dim (Im f) =dim V'. Fadls dipV lendRida sl
#

—Q—O\,ﬂlc/\km Sa\lﬁt&\\r‘\, axds v e 3‘:?’1? = (‘L{:\\KV‘ = %Q:\/' @GA\»“&LLV,

So eyt sin B eV’

(13.8) Folgerung:

Seien V und W endl.-dim K-VR'e mit dimKV==dimKW und

f sV -—W lineare Abbildung. Dann sind folgende Bedin-

gungen dquivalent:
(a) £ ist injektiv

({b) £ ist surjektiv

(c) £ ist bijektiv

Bew.:

"(a) e (b)": f injektiv & def £=0 & rg f=dim V = dimW
K
S.0. (19.7) Vor.

di§§W<w " surjektiv.

(e)' e (a) A ()" D

) Falls &imK\/zoo mnd. Wy eUg <V 5o folgt () dive, N, < dim My and
Li‘x)d&mK'\LA = o\m"{f\)\s_ :=> '\ﬂ,/l = 'f\kg’- (,‘\3*7\.“—@5 A cin Eva‘&t\%unﬁ

ctare Sasis wom Uy zu et Bagcs e Uy )

; (
e Fall tvacadilienre Dimemsion beawdnt (1) wnockd au 3&%“\-
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Anwendung auf lineare Gleichungssyteme

Sei A==(aij)i=1 0 die Koeffizientenmatrix des Systems von m

j=1,...,n
linearen Gleichungen in n Unbekannten Uber den K&rper K:

o E, +ee.ta, & =8

1171 in’n 1
(%) :
o (B teetoa £ =B
n m n n
und £, : K —K definiert durch(gl,”.,gnha(igfﬂigi,“.,izf%ugi)

(vgl. § 10) .

Nach Satz (102 gilt fiir den L8sungsraum I von (*) entweder
L=¢ oder L=p+ Lo, wobei p Partikuldrl&sung von (*) und
L., =Kern fA der Ldsungsraum des zu (*) geh&renden homogenen

Systems ist. Ist (*) 18sbar, so ist I also LM der Dimension

A(19.7)

hebt sich die Frage nach rg fA . Es gilt:

dim L =dim L =dim(Kern f,)=def £, = n-rg f, . Damit er-

fo~158
fut

n
rg £, =dim (Im £,) =dim {( ] a8 peeer ] 0 B (Epranas) &K'}
i=1 R |

\ +-.o+
20385 [ *115s %1nn
=dim,{| : [ gl,...,gnem:dei: : £, €K}

ZoLmigi 0Lmlgl-{h'“-kmmngn

0Lln

E et £ | £, €K} =

o

“mn

O"1n

AR RN ] E >
04




(18.9) Definition (Spaltenrang einer Matrix)CuanuMd&M%)

1190 %4

Sei A= : eine Matrix iiber K. Dann heiBt

O ,esee O
ml mn

o

Q

11 in

dimK~< > der Spaltenrang von A {iber K.

-
-~
Q e e

o
mA mn

Bezeichnung: rg, A (oder ST Ay 4 (A)w @ng { %A)

Ist A Matrix Uber K und f, wie oben definiert, so gilt

rg £, =rg A

Bewels s.o0.

Bsp.: K=IR, m=2, n=3
2 3 -1\

A= 1 1 1 = rg A=dimK<($> ’ £?3 ’ (-1>>

(?) ' (?) ’ <-1) sind als Elemente von K2 (als Spalten
geschrieben) auffafibar; damit hat ihr Erzeugnis eine Dimension
die kleiner gleich 2 ist; es folgt nun sofort

¥rg A=2,

(18.10) Satz

Ist LY)der L&sungsraum des homogenen linearen Gleichungs-
systems

(*x) £, (g

dann gilt

diml =n - rg A .
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Bsp.: K=1R; n=3; m=2

2£1+3£2—£3=o

E v E,+E5=0 (vgl. Bsp. nach (10.1%).

Spaltenrang der Koeffizienten-Matrix ist 2 (s.o.). Fiir den
L&sungsraum ll_o gilt damit: dim]RlLo= n-rg A=3-2=1

Da (-4,3,1) Ldsung ist, folgt Lb==<(—4;3,1) >,

Sei IL der L&sungsraum des Systems (%), also von
fA(gl,...,gn)=(31,....,6m).

Das System ist ldsbar, falls (Bl,...,Bn)EIIm f, gilt; &hnlich

wie oben folgt ?1 ?11 ?1n
L+@ & |- | e<| . ' >
Bm uml g eeey amn

Damit kodnnen wir (10.4) und (10.1) erweitern zu

(19.11) Satz

(1) Das lineare Gleichungssytem (%) f (El,...,gn)=(81,...,8m)

B1
ist genau dann l8sbar, wenn (2

Bm
der Koeffizienten-Matrix A linear abhdngt.

) von den Spaltenvektoren

(ii) Ist p eine L8sung von (*) (sogen. Partikuldrldsung) ,

so ist der Ldsungsraum l.von (*) eine IM (ein affiner

UR) von K" mit |L =p+ lL_O und dimKL =n-rg A

(hierbei bezeichnet &b den LOsungsraum des zuge-

hdSrigen homogenen Systems) .
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