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§ L0 Linearformen ; - Dualriume und andese Homomprphismenriume

Statt das Gleichungssystem

Ocllgl ...+ 0
(%)

Qe o
vy
[,

+

+

Q

¥y

I

oo

als Ganzes zu betrachten, kann man sich zundchst auch auf die

einzelnen Gleichungen

(Gi): ai1£1+...+ain£n=.6i (i=1,...,m)

beschrdnken: Jede Ldsung von (*) ist auch Ldsung von (Gi)
fir i€ {1,...,m},und ungekehrt ist der L&sungssraum L von (%)

der Durchschnitt der L&sungsriume von (Gi) (fir i=1,...,m).

Beispiel 2x + 3y =1 AY
X- y=2 \\\\\\1
2 1 1 ﬁ\'X
L={(x, -EX+§) IXERIN((x,x-2)|X€ER}
(Schnittpunkt zweier Geraden) (vgl. Bsp. a) //;?
aus (1.3))

Betrachten wir also im Folgenden eine lineare Gleichung der

Form

(G) « +...+0Ln£n=6

151
iiber K. AoaSn A3 F,

LOosbarkeit: (G) ist l&sbar g.d.w. B € <oy, ee-

,an> gilt.
Ist (ul,...,an) # (0,...,0), so ist also (G) stets
losbar.

Wir setzen im folgenden (al,...,an)¢(o,...,o) voraus.
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Struktur des L&sungsraumes

Wieder setzt sich dieser zusammen aus einer Partikuldrldsung

und dem Ldsungsraum der homogenen Gleichung

n
Loag; =0

i=1 ’

ist damit eine LM derPimensien ,n.-_-_ra(al reses0 ) =n-1, also

eine Hyperebene . /ﬁ
/

Bsp.: Der Lésungsraum g von 2x+ 3y =1 ist //

(in ]R2) eine Gerade; diese ist parallel y /

zu der Geraden g, der Gleichung N . 1} //

2x+ 3y =0. ./

Mit Hilfe des kanonischen Skalar- /\ - > K

produkts 148t sich 2x+ 3y =0 auch T~

in der Form B S

(:23) . (;() =0 schreiben. g, besteht also \gz

aus allen Punkten, deren Ortsvektor auf

(g) senkrecht steht.

Ohne Verwendung des Skalarprodukts kann man vorgehen, wenn man die

Abbildung ]R2 — R

f(2'3): benutzt: go=Kern £

(x,y) »2x+ 3y (2,3)

Im folgenden betrachten wir u.a. Abbildungen der Form

K —s K

n
O

Zu dem System (*) von m linea¥en Gleichungen gehSren m Abbil-

dungen f1"“'fm dieser Art. Der Durchschnitt der Kerne von fi ist

dann gerade der Ldsungsraum des zu (%*) gehérendenrhomogenen

Systems.

Generalvoraussetzung: K Kdrper, V K-VR.
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(20.1) Definition (MWelh.n, 43.6)

Jede lineare Abbildung f : V—K heift Linearform

(lineares Funktional, LF).

Linearformen sind also lineare Abbildungen von V in den Kdrper K
(aufgefaBt als 1-dim K-VR). Manchmal schreibt man statt f(v)
fiir v€V auch <f,v> und hat dann die Regeln

<f,v14-v2> = <f,v1> + <f,v2>

<E,vr > =<f,v>2
Béispiele von Linearformen
(a) v=X", k€{1,...,n}
K" — K
pr, : ist LF (vgl. (10.2.a))
(51,---,€nQP*Ek
) v=K", a=(a ,...,0 )
1 n
V— K i
£ : n (vgl. die Vorbemerkungen.)
(Epreeert)) ~—>“Z a8, :

j=1

fa entspricht der Bildung des "Skalarprodukts" mit einem

1
festen Vektor a )

»

Beispiele aus der Analysis:
(¢c) Sei K=R und V= ®(R) , der VR der Polynomabbildungen;
seien ferner a,B€ R . Fiir f€ P(IR) existiert dann

p
J(f) := [f(t)dt.
o

Die Abbildung

P(R) — R

J: ist dann LF; es gilt ja
f —J(£)

1) Wir sehen hier erneut, dasg die Anwendung einer Linearform eine
Verallgemeinerung der Bildung des Skalarprodukis (s. Kap. VII)
mit einem festen Vektor ist.



- 22 -

8 B

B
J(E+g) = [(£(t) +g(t))dt= [ f(t)dt+ [ £(t)dt=JT(£f) +JT(g) und
[s3 o o

J(£A) = fﬂf(t)x dt = fo(t)dt-A=J(f)-x.
o [

(d) Die Abb. 1im aus (10.Hb}) ist ebenfalls eine LF.

n-»e

(20.4) Satz (Existenz und Eindeutigkeit' von Linearformen)

Sei B=={bi]i.€I} eine Basis von V., Dann gibt es zu jeder

Familie (Ai)iEI aus K genau eine LF f mit

f(bi)==xi fiir alle i €1I.

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Satzes von der linearen

Fortsetzung (s. LAj: )

Jede LF ist also durch eine Familie (Ai)iEI von Elementen
aus K charakterisiert, also durch ein Element wvon KT mit

. Bekanntlich (vgl. § 6) 148t sich- K eine VR-Struk-
tur aufprigen. %b L¢fi3£-cuicgﬂ Ao

Menge der LF'en nach geeigneter Definition wvon Addition und

s-Multiplikation Welakerrassm —Shade e | Ul -

Zwischen Abbildungen, deren Wertebereich eine Gruppen- oder

[T]=[B

VR-Struktur tr&dgt, haben wir schon 8fters eine Addition
erklért:
(f +9g)(x) := £(x) + g(x)
bzw. eine S-Mulitplikation eingefiihrt:
(A-£) (%) :=2r-£(x)
Diese Operationen entsprechen denjenigen auf den Elementen

I
von K :
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Gilt f(bi) =>\i und g(bi) =u; s SO ist
(f+q) (bi) =f(bi) +g(b;) =X, +u, und

(AE)(b.) =Af(b.) =X +A, (fiir alle i€ 1I)
1 1 1

Wir gehen noch etwas allgemeiner vor und betrachten Homomor-

phismen eines VR's in einen anderen.

(20.3) Definition ('bJ’o\Snf\) 43.4)

Seien V und W VR'e liber dem K&rper K.

(a) HomK(V,W) :={f|f ist VR-Homomorphismus von V in W}

(b) Z2u f,g € Homg(V,W) und X €K definieren wir

[V —sw

f+g: 9
| V> £(v) +g(Vv)
V—>W

A&:E:

v—> A E(v) ( = £(v)-))

(20.4) Satz (/o4 A3.4)

Ist K Kbrper und sind V und W K-VR'e, s0 gilt

l (HomK(V,W) ,+.,Io<) ist K-Vektorraum

Beweis-Andeutung: Der Beweis wird gefiihrt durch Nachprifen

der VR-Eigenschaften. U.a. sieht man, daB

Vv — W
o: neutrales Element der Addition
Vi—
w
V—W
-f additive Inverse zu f EHomK(V,W) ist.
v —f (v)

g



- 24 -

Anmerkung:

Ist W=K ein Schiefkdrper und V ein rechter K-Vektorraum, so wird
durch die Definition
Af: V —K
v = Aef(v) ( * £(v)-2) (Multiplikation in K)

i.a.
und durch obige Addition HomK(V,K) ein linker K-Vektorraum.

Wir interesieren uns fiir folgenden Spezialfall:

CiCySX@Bezeichnung:

Ist V ein K-VR, so heift der VR

b 3
v s=(HomK(V,K),+

,ﬁ) der (algebraische) Dualraum von V.

Nun kdnnen wir den Zusammenhang zwischen Linearformen und

I s s
Elementen von K~ prézisieren:

120.5 Jbsatz

Sei V K-VR und B={b |i €I} Basis von V, also VaK‘T),

Dann gilt:

V*

KT I

Wm

Beweis " I
V' — K
Wir betrachten Q:
Er— (£(b;)) ¢,

® ist nach (13.2) eine Bijektion. Fiir alle £,g € V¥, A€K gilt:

O(E+9) = ((F+9) B,)) e = (Eb) +g(b)) o1 = (£00)) ¢+ (glb,)) =0(E) +0(g)

OOE) = (D) b)) e = (A ED,)), . = A (ED,)) . =20(8). o

(&0.6) Korollar

Ist V endlich-dimensionaler K~VR, s0 gilt.dimKV;:dimKV*
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(LO.7) Satz

Ist V endl.-dim K-VR mit Basis B=={b1,...,bn}, so bilden
die durch
N ) 1 fir i=3
bi(b.):= i4=
J 1 lo  fir i+
definierten Linearformen bI (die zu bi bzgl. B dualen LF'en)

mit i=1,...,n eine Basis B* von V¥*.

Sie heiBt die zu B duale Basis von V*

n
Fir £€V* gilt £= | £(b,)b].

i=1

Anmerkung: Im unendlich-dim. Fall ist B* definiert, 1l.u.,

aber keine Basis mehr, da sich z.B. die durch ‘ﬂ
f(bi) =1

fir alle i €I

definierte LF f nicht als (endl.) LK von B* darstellen 1iBt.

Beweis von 207:

. iiUibi*:@ el iiuib:(bj):(iiuibp (b)) =0 ftr j=1,...,n
n n n N . )
LT (jzlbjgj)=i£1f(bi)bz(gzlbjgj) T LR (L EIeE)
n
Der i§1f(bi) & ¢ ip f(iglbiai) fiir alle (El, coe ,gn) € Kn'

b

Wegen Ubereinstimmung der Definitions- und Wertebereiche
n
folgt ) f(bi)b: =f.

i=1

(1ii) Aus (i) und (ii) folgt, dass B* Basis von V¥ ist. =

—_— 3
Beispiel: (1) K=IR, V=IR", B ={e1,e2,e3};

eq ¢~ 1
e’; ist bestimmt durch e+ O ; denn daraus ergibt sich
esr~> 0O
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durch lineare Fortsetzung

I e~>Ww

3
* — % =
e ({8 ,8,0E5)) —el(_zleiai) =

* _
. e leg)-g;, =¢,.

i=1

Also ist et die 1-te Projektion. Analog ist e;==pr2, eg

Die zur Matrix (al,zz,x3) geh&rende Linearform

f: 3
(‘51"52"53’\"‘12 A E,

1
3 * 3 *
1la8t sich darstellen durch f= ) rep = ) flede;
i=1 i=

(2) Seien K =IR und V =IR2. Wir betrachten

V* :={f|f : IR> —> IR Af linear}.

=pr3 .

Nach dem Fortsetzungssatz gibt es zu jedem Paar (A,u) €IR x IR

genau eine lineare Abbildung

fi= £, 0 : IR? — IR mit £(1,0) = Aund £(0,1) =u,

ndmlich die Abbildung

2 . _ .
f(K,U) : IR — IR mit f(xlu)(il,gz) —Agl tﬁﬁz,

deren Matrix bzgl. ((1,0),(0,1)) gerade (A,u) ist.(Ved dir {eV?

frak i heRcdhe @ortetling,)

Speziell erhdlt man

* _ . 2 1 = =
(1,0) =f1,0) ‘R —IR mit £1,0y)(8178,) =& =pr (€, ,E))

und

* _ . 2 3 = =
(0,1) _f(O,l) : IR" — IR mit f(O,l) (gllgz) E2 prz(gllgz)

und damit
=D E,0) P Eo,1) 1808y

flir alle &, ,£, €IR. Es folgt f =) £ +u f
1 2

(A, u)y -~ (1,0)
=dim v ist (V*,+,3) 2-9im TR-VR mit der zu ((1,0),(0,1))

dualen Basis (f(l,o)'f(o,l))‘

(0,1),

Wegen dimkV*
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AnlaB zur Betrachtung der Linearformen war die Untersuchung

der Ldsungsmenge einer (homogenen) linearen Gleichung. Diese

fihrt zu

(30.8) Definition

(a) Sei fev¥ und vev .

f und v heiBen orthogonal zueinander g.d.w. f(v) =O0.

(in anderer Schreibweise: <f,v>=0) gilt.

(b) Sei AcV.

At := (feV*|f(a) =0 fir alle a€A} heift der zu A

orthogonaleWRaum von V*. (Manchmal auch mit A° bezeichnet) .

(c) Sei FcV*.
FJ_ :={veV|f(v) =0 flir alle f € FtheiBt der zu F ortho-

gonale Raum von V.

(Anm. : Fi§;V7 auch Fl ist definiert, aber es gilt Fls;(V*)*);

Fortsetzung des Beispiels (2):
2

Sei V =IR“ und V* wie oben definiert; sei ferner A ={(0,1)}.

Dann ist
4
A = * { ’ =0O}= =
{£ ev*|£{(0,1)) =0} {f(X,u)lf(A,u)Uo’”) O AX,u EIR}

={>\f(1,0) +u f(0’1)|u =0 AN €EIR} =IRf(1,O) und

(IR £ ), ={x eV|af (x) =0 fir alle X €1IR}

(1,0) (1,0)

={(g,,8,) eR’ £, . (€,,E,) =0}

={(g,,£,) €®?|£, =0} = (0, 1) IR =<A> .

Anmerkung

R>— IR

(1) Identifizieren wir die zur LF f :

3
(8y:EpiEg)— ) MEg
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gehdrende Matrix Mf = (A;+s2,,%;) mit dem ensprechenden
Vekteor aus IR3 y SO gilt:
f und v sind genau dann orthogonal, wenn M.f und v im

elementargeometrischen Sinne orthogonal sind.

(2) Zu einem homogenen linearen Gleichungssystem mit m
Gleichungen in n Unbekannten (iiber K) geh®ren m LF'en
fl,...,fm. Der Lésungraum ist dann

n
Lg_{fif”"fm}J_EK .

(20.9) satz

Sei V ein K-VR. Dann gilt

(1) AcV = A UR von F i

(2) Fevi— F{ UR von V

Beweis : (A) o 3 _A(J"

f,ggﬁ‘l‘=p YaehA: f(a)=0=g(a) =

YaehA: (f+g)(a) =f(a) +g(a)=0 = f+gEPfL

EER iy ER e Wk Bw (AE)Ta) =i Efal win =0 VEE nLs

(2) F, = QF Kern £ UR. o
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(10.10) Satz

Seien V endl.-dim K-VR und U ein UR von V mit Basis
{ul,...,uk3 . Ist dann {ul,...,uk,vl,...,vn_k} Basis von V,

so ist {vt,...,vn_;} Basis von U'. Insbesondere gilt:

. 1 .
dlmKU = codlmVVU

Beweis:
(1) {u’;,...,u]’:,v’:,...,vn_]t} ist duale Basis (vgl. 20.7)).

(2) DefinitionsgemiB ist vz(uj) =0 (fir i=1,...,n-k;j=1,...,k)

Wegen der Linearitdt von v: ist VIE U'L.

(3) feUl > £(uy) =0 fir i €{1,...,k} =
k

n-k n-k
f = ) faul+ ) f(v)vi= | fvavie<vl, i v >
(14.7) i=1  * * =1 Pt iy . ! n-k
(4) Aus (2) und (3) folgt UJ'= <v’{,...,vn_:>, aus (1)
a

die lineare Unabhdngigkeit von VT,...,VH_;.

Anmerkung: Es laBt sich zeigen. (s. Guber I p.92), daB sogar gilt:
Ist U UR des K-VR'es V, so ist Ut (V/U)* .
Hieraus folgt codimVU<oo=> dim U'L= codimV U (ohne Beschréan-

kungder dim von V).

(20.11) satz

Sei V endl.-dim. K-VR und U UR von V. Dann gilt

(U'L)l=U

Beweis
1

Fir u €U und fGUJ' gilt £(u) =0, also uE{f}J_ )
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(b) Sei a €U; setzen wir in (20.10) o0.B.4.A. v, =a, so

folgt a¥*e U'L.

DefinitionsgemdB gilt a*(a)==1, also ist a nicht ortho-

gonal zu a*, einem Element von UY; daher a&?(Ul)l. o

Beispiel: Fiir K =IR und V =IR2 gilt:

[((0,HR) 1] =[mRf ]

1 (1,0)°1 =(0,1)IR (vgl. auch das Beispiel

nach 10.8).

Wie wir sahen, entspricht einem homogenen linearen Gleichungs-
system éine ™ W von V*; sein Losungsraum ist dann der UR Wls;V.

Umgekehrt gilt:

(20.12) satz

(i) Ist U UR des endl.-dim K-VR's V mit codim,, U=m,
sO existieren m l.u. Linearformen gl,...,gméiv* mit
U={gll.'.'gm}.l_

(ii) Jede LM (jeder affine UR) eines endl.-dim. VR's 14sst

sich (nach Auswahl eines Koordinatensystems) durch

ein lineares Gleichungssytem darstellen.

Bew.: (i) Nach (40.9) und (20.10) ist UL ein UR von V* mit
.1 . .
dlmKU -—codlmVU-m.

In Ul gibt es also m l.u. Linearformen Gyree-r9 i

mit diesen gilt U = (U7), = <g1,...,gﬁ>l=={gl,....,gm}l
(90.11) *

(ii) Ist L=a+ U, so existieren nach (i) LF'en Iyreeer9,

mit U=={g1,...,gm}l. U ist also L&sungsraum des

Systems
g,(x) =0
(%) :
gm(x)==0.

Nach Auswahl einer Basis B=={v1,...,vn}von v

erhalten wir mit
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(vgl. 7.6)

JYY o s @

n/ B

n

n

. (x) =g, EL) = . . .+« S i

gl( ) gl(jzlvjij) _Zlg’l(vj)%:l etzen wir
W eqen (#) Genaw

o5 5=gi(vj), so erfiillen die oordinatenvektoren

von Elementen von U das Gleichungssytem

n
;. _ .
(*)jZﬁifj_O(l1“.”mL

Mit Bih=gi(a) folgt fiir die Koordinatenvektoren von

Elementen von L

n
(*) 2 aljgj=Bi (i=1,.-.’m)
j=1

Anmerkung: Jedes Element von AG(K") 148t sich also durch ein

lineares Gleichungssystembeschreiben. Umgekehrt ist der L&sungs-

raum eines LGS's in n Unbekannten als Element wvon AG(K™) u (g}
auffgssbar. Dies zeigt die enge Verbindung zwischen linearen

Gleichungssystemen und affinen Unterrdumen in der Geometrie.

Beigpiel:

Seien K =IR, V =IR° und L = (a,,0,)+(u,,u,)IR LM in V mid b pa)(0,0)
(beliebige Gerade)!

Gesucht ist eine LF, die (ul,uz) auf O abbildet; f(uz,—ul) ist

eine solche; aus Dimensionsgriinden folgt {f = (1, /M) IR .

w3
(W) +
Es ist also (ul,uz)IR L&sungsmenge der linearen Gleichung

Hpdy —W 8, =0
und L Ldsungsmenge der linearen Gleichung
Haby —M &y suyay —wpa,
Ist (u,,u,)=(1,m) und (@, ,0,)=(0,b), setzt man ferner &, =x,

£, =Y, so folgt die bekannte Geradengleichung y =mx +b . Mt Qﬁwﬁ}amﬂ)
ergibt sldn X =, (= const.) .



Anhang
Da V* = (HomK(V,K) ’+’i<) ebenfalls VR ist, kann man auch den

Dualraum von V* bilden:

t340.13) Definition

, *% .
Ist V K-VR;, so heifit V 1= (V*)"< der Bidualraum von V.

Die Elemente von V' sind also lineare Abbildung von v* in K.
Beispiel: Sei v, €V fest gewdhlt.
- V* — K . . *kk
Vo :i§ g — £ (v.) ist dann in V"7
Vo (£ +g)=(£+g) (Vo) = £(vo) + g(vo) =Vo (£) + vo(q)
Vo (Af) = (A£) (Vo) = A-£(vo) = Avo (£).

(1D.14) Ssatz

: : : vV VY
Ist V K-VR , so ist die Abbildung J :{v 5 injektiv
und linear (also ein Monomorphismus).
Beweis ,
(@) [5(v+w)1(E) =v+w (£) = £(v+w) = £(v) + £(w) = V(£) +w(£)

fev*
=i IE + w1 =3 +3w 1(f) fir alle fev*
=3 (vHw) =3V + 3w
5 1(E) =va(E) =£(wh) = WA= {3 1(E)a= [3(v) A1)
fiir alle FEV® = J(vA) = j(v) *A

j ist also linear.

(b) Um zu zeigen, daB j injektiv ist, betrachten wir Kern:‘ .
Sei vEV mit j(v) =¢; dann gilt
v (£) = £(v) =0 fiir alle £€V*.
Ware v* 0O, so existierte eine Basis, die v enthalt; v* ware dann LF

und v¥(v) #0. Widerspruch. o

{9%.15) Korollar

Ist V endl.-dim K- VR, so gilt VgV*¥

Anmerkung: Die Beschrdnkung auf endl.-dim VR'e ist nétig.



Beweis von (%045)

Da V als endlich-dim vorausgesetzt ist, kénnen wir (14.6) anwenden:

dimKV = dimKV* = dimKV** . a]
Anmerkung:

Ist V endl.-dim. so ist V auch zu V¥ isomorph. Die Abbildung ¢ aus dem Be-
weis zu {Z0.5) ist aber von der Basis B abhingig.

Im Gegensatz dazu ist der Isomorphismus j : v— v** nicht von der Basis
abhingig.

Im endl.-dim Fall kdnnen wir daher V mit v** identifizieren, d.h. jedes

vEV auch als Element von V¥ (und umgekehrt) ansehen; wir schreiben also
v(f) =f(v).

Es ist dann V der Dualraum von V¥ und es gilt F'L=FL fir jede ™ F von v*,



