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§ 34 Rang wvon Matrizen, 'elementare Umformungen von Matrizen
(%ﬁ&%ﬁ%&ﬁg%w¥5&kiuag)
L )

M Fiir die zu einem LGS gehdrende lineare Abbildung fA zeigten

l wir in{44.3) die Gleichung
rg fA =rg A.

T Analog 1l&Bt sich bei jeder linearen Abbildung zwischen end-
M lich-dim. VR'en der Rang an einer zugehSrigen Matrix ablesen:
Ist f(EHomK(V,W) und sind B==(b1,...,bn) und C geordnete

Basen von V bzw. W, so gilt mit A F=Mg(f) und

41,j = (ij)k—l,.. n=MB(bj) fir je€{1,...,n}:

= . s

rg f=dim £(V) =dim f(<b1,...,bn>)==dim (<f(b1),...,f(bn) >) =

dim (<f(b1)(c)""’f(bn)(c) >)==dimK(< AW%,...,AM£>')
Dabei ist
...u ...a

11 15 in

Edy) (o) = An =

R eesees

QL eseves

.o . e e e O

ml .mj mn

G-+0 = 00
1

Es gilt also: | (1 an j-ter
Stelle)

(3.1 satz ( Wolklq.)

Seien V,W endl.-dim K - VR'e mit geordneten Basen B bzw. c,

sei f €Hom, (V,W); dann gilt (ng.433):

. " " _ %15 : =
(a) Die "Spalten Ry =i J der Matrix (aijEE{l,”.,m}'Nﬁ(f)
omj je{1,.,.,n}

sind die Koordinatenvektoren (bzgl. C) der Bilder der

Basisvektoren bj aus B (j=1,...,n).

(b) rg f=rg MCB(f)
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(m,n)

Anmerkung: Ist A==(aij)i€{1,...,m}€K s+ SO bezeichnen wie
j€{i,...,n}
- wie bisher schon z. T, geschehen - die Matrix
:= (a,.) = E ex (m/ 1) als j-te Spalte von A
A I Rt U ol I N D .
o,
mj

Manchmal schreiben wir dann A==(m.1,...,chn ). Insbesondere

gilt A==(A1¢1,...,A«nh).

Analog heiBtmi. := ) (1,n)

“i575ef1, ..., (@iqreeeray ) €K

i-te Zeile von A; wir fassen sie oft als Element von K" auf

(wobei wir dann K" und K(l’n) identifizieren)-l)

Zhnlich wie der Spaltenrang einer Matrix 148t sich der Zeilen-

rang definieren:

(24.2) Definition

Ist A==(“ij) eK(m’n), so definieren wir <m1.,...,am‘>s;K(1’n)

als den Zeilenraum von & und rng :==dimK <m1.,...,mm_> als den

Zeilenrang von A.

Beispiel:
(1) Sei K=1; rgz(f f'}) =2, da (2,3,-1) und (1,1,1) 1.u.
sind. Ferner gilt rg (? 3 '1) =2 (vgl. Bsp. nach (44.3).

]
(ii) Eine quadratische Matrix (aij)

Iwe\g“

i,je€{t1,...,n} ! deren

Eintrdge auBerhalb der Hauptdiagonalen (aii)iE{l,...,n}

agleich O sind,heiBtDiagonalmatrix; eine Diagonalmatrix

hat also die Form

all O * e v e O 0&11 O

(@) 6 0 ee.0 =32 ‘e

o"’ 22. .c‘ H ‘.
e O "

O'-nv-..o 'ann nn 3

1) Oft schreibt man auch fiir K(n'l) nur K®, falls keine Ver-

wechslungen zu befilirchten sind.



Spezialfall: E = (Sx‘ "Einheitsmatrix"

(Anmerkung: E_-A=A'E_=A fiir alle A€R" ™)),

. %11 0O
z . - ii ) -
O apg O

Onn

(34 .3) Satz

Ist K (kommutativer) Kdrper, sind m,n € N, so gilt fiir
alle A€k ™),

rg A=rg A

Wegen der [Gleichheit von Zeilen- und Spaltenrang | sprechen

Wir uadh fpeve “Zeiltnteqy als dem

Rang von A |

Beweis: Sei A= (a,.) ]_mitZeilen. O ey Oy, - FUE

ij’ief{1,...,m
j€{1l,...,n}
ie{1,...,m} definieren wir
(n, 1) 1) f1
£ :K mrY\ LK durch |G t— (o, , ,eee,a, )2 H
i > il in' | .
€n £
fi ist Linearform; bzgl. der geordneten kanonischen
Basen B und C von K(n’l) bzw. K hat fi die Matrix

B
Mc(fi)" .

e gt ('\7%?)‘ 20,5b):

*

also

U :=<f1,...,fm> =R N (Zeilenraum von A),
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(i) dim U*= rg_ (3)

Andererseits gilt fiir » E o £
€ 2, 1373
(n, 1) (m, 1) . =t
f:r M gimy mit 29: | Ae :
: :
n .z oLmjgj
=]
1('@)
die Aussage ®€Kern f & A 4 = - =@ o 4¢€ (U*)J_,
n ()
somit
(i) (U") =Rernf
{(n, 1) . * .
Beachtet man, daB8 V=K und damit V° endlich-

dimensional ist, so ergibt sich aus (i) und (ii) folgendes:

/

rg A = rg £ = n-dim (Kern f) = codim (Kern f)
M(f)=A (18.7) Ly (18.2) g (1)
= codim (* du%JU = dim U*
(ii) x(n,1) (?.6 10) Ubungsaufgabe (b ’E:ub-no-l:c)

AMN wine aiternative Beweismbglichkeit erSffnen
spadtere Sédze (5. u):

. .0
= rgz(A)n rg, A =r = 3S5,R requlir : SAR =(;TAL_ ) =
(1) P © 0

1, o)
as™, rY regulédr : R ATsT = (_il ) =

Y82 A= MAf =15K . 0 o]
Wir lernen nun ein Verfahren | kennen, das es gestattet, den

Rang einer Matrix verhdltnismédBig einfach zu bestimmen.

Dazu beachten wir, daB sich der Zeilenraum <1a1.,...,/am.>
o

der Matrix A= ;L nicht &ndert, wenn wir e, mit,&j. ver-

lelme

tauschen, &i' durch ai.-k (mit X €K - {0}) oder e, durch

a£‘= fy, + oA (mit i #3) ersetzen.

Diese Operationen entsprechen gerade den elementaren Zeilen-

umformungen gemiB (44.6) .

AV \ S et oy ten
Drirdn Qichacth owy VEVFS aed Uz £0.45 N

CN\Q,.‘;!)-\:N\,‘-(%‘}L)“‘“ ;C\L«L)Lg (u/v ‘



(4. 4) Hilfssatz

Entsteht die Matrix B aus der Matrix A durch elementare

Zeilenumformungen, so gilt

r¥g B=rg A

Nach Satz 1040 148t sich jede (m x n)-Matrix A iiber K durch
endlich viele elementare Zeilenumformungen in eine Matrix B
von Zeilenstufenform itiberfilhren. Deren Rang ist leicht zu

bestimmen:

(24,5) satz

(a) Sei B eine m x n-Matrix iiber K der (Zeilenstufen-) Fornm

b1j4 ceee
B = b2js. ..' .
C) 553
lbkjh"'”bkn

mit b, . #O0 fiir alle i € {1,...,k} und J, <3, €e..<]
i3y 1 2 k
(sowie b, ;=0 fir j<j;, und i<k oder fiir k <i<m) dmmgilt
rg B =k
(b) Ist A eine (m x n)-Matrix lber K, und 1385t sich A durch
endlich viele elemtare Zeilenumformungen in eine

Matrix B der in (a) angegebenen Form uberfiihren, so gilt

¥Yg A=rg B=k

Beweis:
Durch wiederholte Anwendung von (i4.4) folgt rg A=rg B.

Wir zeigen, dass die ersten k Zeilen,&1.,...,ﬁk. von B 1l.u.

sind; da die evtl. verbleibenden restlichen Zeilen O sind, folgt

daraus die Behauptung.
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Kk
Sei also )
i=1

/&i.}\i=8; wegen by, #0 und biij =0 sonst

1
k
ergibt sich A, =0. Analog folgt A,=0 aus | B xy=m

i=2
Nach k Schritten erhilt man schlieBlich A1==A2 =L .= Ak==0. o

(94 6) Anmerkung: Im Gegensatz zur Situation bei der Behandlung
linearer Gleichungssysteme (vgl. §44) kann man bei der Rang-

bestimmung einer Matrix auch (analog zu Zeilenumformungen

definierte) elementare Spaltenumformungen anwenden; auch durch

sie bleibt der Rang unveré&ndert.

Beisgpiel (’\?mra»wwf Chor =0 )

0101 010 1 o|:2 10
A=11230]|—> 110 -1| —s 0 0i-1 1 =B
-7
11 3 1 100 0 00 01
]

D=, - O, ol g =,
L - ' v gt
a.s.- 6.3 36L.1 a.4 +0L.2 ...491,.2
I - 1 "
R Gg =23
&l _'&"

o] =" e4

Ohne Umformung ergibt sich rg A==rgZA:£3. Nach Umformung sieht

Man rg A=rg B=3 nach{21.5).

Auch Mischung von elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen

sind zur Rangbestimmung erlaubt.
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