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§ 2% Regularitit von Matrizen, Inversebildung

- In diesem Paragraphen betrachten wir zu bijektiven VR-Homo-

~morphismen gehdrende Matrizen.

Sei also f :V-—W Isomorphismus des n-dim K - VR'sVauf den

K~-VR W. Dann gilt

(1) dlmKW = dlmKV =n

(ii) £(V) =W (Surjektivitit)

(ii1) 3 £ ! € Hom (W, V) £ lof=1d, und fof ' =ig
Zeichnen wir in V bzw. W geordnete Basen B und C aus, so

gilt fir die darstellende Matrizen

(i) M. :=M2(£) €K™ (M ist quadratische Matrix)

(ii') rg Mf==n (maximal m&glicher Rang von Mf )
(iii') 3 Mt :M-l-Mf==En==va~M_1(Mf besitzt eine multipli-
kative Inverse)

1

Hierbei ergibt sich (iii') mit M~ :=M§(f‘1) aus (iii)

und (1319 :
C,~1 B _ B —
MB(f ) -Mc(f) —MB(ldv) —En

B C,e-1, _,C,. =
Mc(f)-MB(f )-Mc(ldw)—-En.

Sei umgekehrt f'eHomK(V,W) und besitze Mf==Mi(f) eine multi-

plikative Inverse M™ . Wir definieren

. £ als die zu M1 gehfrende lineare Abbildunc.

et

' Dann folgt nach (13.4%)

B, - o C e B _ -1 - — uB s
MB(f °f)-—MB(f ) . Mc(f)-—M Mf En MB(ldv)

;und

c ) =MB(E)eMC(F) =M M- lom = uCra
Mi(fof )-—Mc(f) Mo (£) M- M E Mc(ldw).

- £ besitzt dann also die Inverse f_ und ist damit ein Isomor-

phismus. Eine lineare Abbildung zwischen endlich-dimensionalen

VR!en ist also genau dann ein Isomorphismus, wenn eine (und

damit jede) darstellende Matrix eine multiplikative Inverse

besitzt.
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(39.1) Definition

Seien K Kdrper und Aeg‘®n) (quadratische) Matrix. Dann

&eiBt A regquldr (invertierbar), falls gilt:
|

3a"tex™ ™ yattia=g =a.a!

Anderenfalls heiBft A singulir.

?21.2) Satz

Ist f€ HomK (V,W) und gilt dimKV = dimKW =n<w, sind ferner
B und C beliebige geordnete Basen von V bzw. W, so gilt:

(1) f Isomorphismus e Mg(f) regular und

(ii) Mg(f_l)==[MIé(f)]_1 (in Falle der Existenz)

Beweis. S. O.

Ein Kriterium, das uns das Nachpriifen der Regularitit einer
Matrix ohne Konstruktion der Inversen gestattet, ist das

folgende:

(423) Hilfssatz

Ist Aeg(®0) (quadratische Matrix iiber dem K&rper K),

so gilt

A reguldr e®rg A=n

Beweis: Wir betrachten £ :K(n’l)—--> g(rs 1) mit (I |— A(Z
En gn
Fiir die kanonische geordnete Basis B gilt Mg(fA)==A. Nun folgt

rXg A=n & rg fA==n o fA surjektiv & fA bijektiv
(18.8)
® A regulédr., o
(22.2)
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Ki%.4) Verfahren zur Berechnung der Inversen

1= (8.)

Sei A==(aij) ex(nn) reguldr. Dann existiert A~

Schreiben wir A-A” ' =E ausfiihrlich, so erhalten wir

=}

n
-1_ _ —
AA = (“ij) (Sjk)_ (jzlaijsjk)i,kE{l,...,n}_(sik)i,kG{l,...,n}
| Bk 1
Die k-te Spalte i&k'= : von A © ist also die (eindeutig
Bnk

bestimmte) Ldsung des LGS's

i
S

0]

¢ 0

Ae =A-]: = 1
é 0

0 k-te Zeile

Daraus ergibt sich folgendes Berechnungsverfahren (vgl. § 14) :

ik‘3,k€{,..

'Man formt die Matrix

A | E
n

‘durch elementare Zeilenumformungen um in eine Matrix der Form

E | B .
n

Dann gilt B=A"1

Beweis-Skizze:

Ist B==(€31....ﬁ.n), so ist nach (14.8) das LGS

| A/€==M1 (hierbei beschridnkt man sich
bei E_ in (A]En) auf die k-te
Spalte)

18sungsgleich mit

| “©=E =4, . Dabei ist £, die

eindeutig bestimmte LOsung und somit die k-te Spalte wvon A—l.

.,n}"’



- 343 -

Beispiel: Man bestimme

o 1 2
A"l zua=|{1 2 o] eg®:¥
2 0 1
; O 1 2|1 0 O o 1 2|11 0 O©
: 1 2 O 1 O N 12 1 0 —_
2 0 110 O 1 O 0 914 -2 1
*= - | S x* *
z3' z3' 222.4-421. zy, 921' 223‘
0o 9 ol1 4 -2 0O 9 ol 1 4 -2
—_— 1 2 O0O|lO0 1 O e 9 O Oo}-2 1 4
O 0 914 -2 1 O O 9 4 -2 1
"o v 1
22'—-922. 221.
2 1 4
1 0 O "5 5 3 2 1 4
1 4 2 -1_1 _
4 2 1

(21.5) Anmerkung: Ist die Inverse einer reguldren Matrix A
i

Eekannt, so 148t sich das LGS
t Ax=k folgendermaBen aufldsen:
4=E4 = (A"") Aq =271,
kHierbei wird die Assoziativitdt der Multiplikation zwischen

Matrizen verschiedenen Types benutzt).

Zum SchluB dieses Paragraphen betrachten wir noch die Menge

aller reguldren n x n-Matrizen {iber K hinsichtlich ihrer

|
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multiplikativen Verkniipfung, auBerdem die Menge aller Auto-

morphismen eines VR's bzgl. Hintereinanderausfiihrung:

I

KQ%.G) Hilfssatz

Sei V ein K= VR. Dann ist

KAutKVp) :=({f €EndygV|f bijektiv } ,o) eine Gruppe.
I

Ist V=K" und B eine geordnete Basis von V, so induziert Mg

nach (4133 ¢) eine injektive Abbildung von Aut V in K(n’n), die

hach (1342) multiplikativ ist. Die Bilder von Automorphismen

sind nach (4%.2) genau die reguliren Matrizen in K ™7,

Daher gilt

(13.7) satz

{(a) Ist K K¥rper, n€ N, so ist

(GL(n,K),+) := ({A€X™ ™) |a regulir},-)

eine Gruppe, die sogenannte volle lineare Gruppe
der dim n liber K.

n
{(b) Flir VoK gilt

Aut, V =GL (n,K).

Anmerkung: Statt Aut,V schreibt man auch GL (V).
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