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(25.,4) Berechnung durch elementare Umformungen (Qﬂ%ﬁﬂx)

Jede Matrix A €K(™'™) 1icdsich durch RAdtion evor Livaoghoen -
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Uberflihren. Wurden dabei k Zeilen- und Spaltenvertauschungen

vy A - (-1\K.
bendtigt, so gilt det A = (-1) 811...Bnn-
Bew, ,... vgl. 15.5 |
' Bsp. (Fortsetzung)
K=TR 010
n=3 A= 12 3
1711
1 00
12 3 = - 213 = - 21T 0= -(-2)=2
1T 11 1 11 -2
Vert. der Addit.d. det B
ersten beiden (-3)-fachen = detB
Spalten d. vorletzten
zur letzten
Spalte

(25.4) Berechung der Det. durch Entwicklung nach einer Zeile (Spalte)
i A= (n,n) (vyp. 45,7 )
Sei A__(aij)i,jE{l,...,n}€I< .

(a) Definition: Fiir k,1 € {1,...,n definieren wir

o 117 %11 %an
' L | N (n-1,n~1)
Akl "(O‘ij)iE{l,...,n}—{k} "_*kl Tkl “kn €K
je{1,...,n}-{1} : :
o s ., O
nl ﬂnl nn

A
k+1 . .
((-1) .det Akl heigt Adjunkte von (k,1l) zu A.)

Wir setzen

T

>k,l€{1,...,n} .

Ca s (=) det B
adj A w—({ ) e -
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(b). Dann gilt der folgende Satz:

Laplacescher Entwicklungssatz:

A-adj(A) =det A -E_

In anderer Schreibweise: Fiir alle k,1 €{1,...,n} ist

n 1+3 ~
(i) Z akj(—1) det Alj =6kl'det A,

Bevor wir diesen Satz beweisen, betrachten wir Spezialisie-
rungen; dazu halten wir die Zeile k fest und setzen k =1.
(Entwicklung nach der k-ten Zeile). Nacheinander sind die

Adjunkten von (k,1), (k,2),...,(k,n) zu berechnen. Es ergibt

sich aus (i):

g 4 k+3 ~
(ii) det A= ) o .- (-1) " Jaet A, . (Entwicklung nach
=1 J der k-ten Zeile)

(m%9.45T¥)

Bsp. (Fortsetzung)

K=1IR
L3 A= [123

© N A 1 3,

1 2 3 = 0-det A11-+1-(—1) 1 3 + 0-det A13=--1 1= 2

—
-—

Entwicklung nach
1. Zeile

Anmerkung: Die Vorzeichen werden nach folgendem Schema ge-
wahlt:




I -

S dax ATz det A
(» Aﬁ'il)-folgt eine entsprechende Aussage flir die Ent-

wicklung nach einer Spalte:

~J

0.y {~1}i+ldet Ao {Entwicklung nach
1 der l-ten Spalte)

(iii) det A =

I ~13

i

Wir vermerken noch, daB aus (i) fiir k #1 (Entwicklung nach

. o~
einer "falschen" Zeile) E@kj{—i}l+3det ﬁlj =0 folgt.

Beweis des Laplace'schen Entwicklungsgsatzes:

Wir zeigen zundchst (25 db(il):

Aus der Linearitdt der Determinanten folgt

N B
n s i T i A A e
det A = det . [uln ) T
g 0 ckjo 0
1 PO (PR Crou S i s P TR e
Bl edas snmn i a
A nn
9-te Spalte
- = T« R S
us ay Ay
8] “‘Gmkj 0... 0 entsteht durch k -1 Zeilen- und
T o
ni “nn

j-1 Spaltenvertauschungen (daher der Faktor (-1)%*3)

die Matrix (S B o]

ﬁkj T - . Nun entsprechen elementare

]
Zeilen- und Spaltenumformungen von ﬁkj entsprechende Umformungen

von ﬁkﬁ, bei der die erste Zeile unverdndert bleibt. Damit erreicht
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man durch elementare Umformungen eine (transponierte) Stufenform

/ Oij o ..... o
?«2‘\ 822 O mit
Foolm-- -+ ~Bon
4 ~ ] a 3
‘822 ~~Bnn =det Akj’ insgesamt folgt det Akj _akj det Akj'

Damit ist 25,2 b(ii) bewiesen. Um auch 25.%b(i) einzusehen,

t 1+3 o~
beachte man,dass } o, . (-1)""ddet A . fir k 1
421 X3 13

gerade das Ergebnis der Entwicklung nach der l-ten Zeile der

Matrix
Qgg - - - - - -Qyp gemdB (ii)
z - .
A= ?kl - e e e e e e ?kn «——k-te Zeile
?kl - e e .. "'?kn «—— 1-te Zeile
OLnl . « IR .OLnn

~
und daher gleich der Determinante der Matrix A ist.

. \ . . . .
Diese ist aber 0, da in A zwei Zeilen Ubereinstimmen . a]

Anwendungen

Wir verweisen zunidchst noch einmal auf

(n,n)

A reguldr ¢ det A 0 flir alle A €K

Als Verallgemeinerung betrachten wir nun:

(25.3) Rangbestimmung bei Matrizen

(m,n)

(a) Definition. Sei O=#A==(aij) €K (nicht notwendig

quadratisch)
Wdhlt man in A k Zeilen (Nr.il<...<ik)und k Spalten(j, <...< 3y )
aus, so ist

(o eine Untermatrix vom Typ (k,k).

.. )
i dg r,s€{1,...,k!}
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Ihre Determinante heiBft k-reihige Unterdeterminante (k-Minor)

von A.
A 2 ¥
O 1 5 O <«
Bsp.: A1= 12 -7 3 <«
1 1 4 1 <
o 1
1 2 3

=2 ist 3-reihige Unterdeterminantevonl&.

—
-—

(b) Behauptung

rg A=t <=é{(oﬁ) Es existiert inA einet-reihige Unterdeterminante 0O

(B) Jede (t+1)-reihige Unterdeterminﬁazgjggléjist 0.
Falts exicdent)

Beweis ... (A-ﬁiﬂ%vax*kfl)

Beispiel: Die Matrix A1 aus obigem Beispiel hat Rang 3,
da ein 3-Minor ungleich O existiert und rg Al.s3

gilt.

(25.%) Anmerkung

Satz (25.3) liefert auch ein Kriterium fiir die lineare Unab-

hédngigkeit wvon Vektoren. Man nehme ihre Koordinaten-Vektoren

als Zeilen (bzw. Spalten) einer Matrix.

Beispiel: (0,1,5,0),(1,2,-7,3),(1,1,4,1) EIR4 sind l.u.)

siehe obiges Beispiel.

(25.5) Volumenberechnung

Das Volumen des von a,&,t€2m3 erzeugten Parallelflachs

P(a,b,¢) :={ea +68 ++¢|a,B8,4€[0,1]} ist gegeben durch

|det (@ &) |

(vgl. Motivation bei Einfiihrung der Determinanten).
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SZGBEEnversebildung bei reguldren Matrizen

Sei A-—(u ) EK(n’n) und A reguldr. Dann gilt

= (det A)"~ -adj (8), (ausfihrlicher also:
=(g..) ek ™) mit g, := (det B) H(=1)I*L get A, )
ij ij ji
44 44

)

Adjunkte von (3, i)

Flir die praktische Rerechnung der Inversen einer Matrix ist diese

Methode jedoch meist zu umst&ndlich. (Die Formel folgt sofort
aus 25,2b ), Bdtr woRadeX raov S Schncnna die T (A) Eﬂ)

duxmrwxuo.dburc%»zﬁhmwp¥owa1&¢Q@vﬂxu¢%§w -4
( Deor~ Ax=-e. = x=A"¢ i’”"(E"'\\A )MLN‘&‘MQ\R%

(25.F)" Cramersche Regel

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

G198q *- 1n®n T B

(1) .
anigl+...+u E =8

nn'n n

mit quadratischer Koeffizienten-Matrix A==(ai.) ex(»n)

.

Ist dann det A+ 0, also A reguldr, so ldBt sich die (eindeutig

bestimmte) L&sung von (1) angeben durch

1 “1177 % ge1 P YT %
= (det A) ~.det | : b . :

1
.

R ' o . .0
OLnl OLnj-—1 ;_B_n__,' nj+1 nn

+j -te Spalte

fir 3=1,...,n.

Beweis: Aus(lb,6)€oigt - (\(‘4 (‘M ) dax A (2(4 yhé@“Aﬁ,} >*&4 ns

o\aw)c lS ‘fl ﬁQlCX &(r E{\\‘N l(—V\L]'ﬁJ A N\ij% \)éM(\ Mou\\rw wmadh der § ] ‘O»Spc.
Beispiel: Sei K=1IR und
£+ 28, =1

1 2 0

3£1+ +£3==4 . Man erhdlt A= 3 0 1

, ee =7 2 -1 1

g, - E,+E,

det A=1 ‘ 0 1l—2- 37| —q1-2=-1. Also ist die
19 1
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Cramersche Regel anwendbar. Berechnung von £3:

- -y

nE 22 34 |11
£3= (-1 3 0.4:|= (-1DI(=2) - (-1 1=2-13-1=25
- 27 |34 )

2 -1 1.7; !

PP |

Anmerkung: Die Cramersche Regel ist ebenfalls fir praktische

Rechnung meist zu umst&dndlich.



