§ 7 Lineare Unabhiangigkeit, Basis — Existenzsatz

Am Ende des vorigen Paragraphen betrachteten wir bei vorgegebener Teilmenge T eines K-Vektorrau-
mes V das Erzeugnis U von T in V. Die Bildung des Erzeugnisses ist dabei ein wichtiges Prinzip, das
auch in anderen Gebieten der Algebra in dhnlicher Weise herangezogen wird. Die Information iiber das
Erzeugnis ist dabei jeweils schon ganz in dem Erzeugendensystem enthalten. In unserem Falle l&sst sich
U = (T') mit Hilfe von Linearkombinationen von T beschreiben.

Wir verlagern entsprechend unseren Standpunkt: Wir geben den Unterraum U vor und fragen nach
erzeugenden Mengen von U. Zunéchst stellen wir fest:

U= <U>7

so dass also jeder Unterraum als Erzeugnis (seiner selbst) geschrieben werden kann. Es ist aber, zweck-
miékig, das Erzeugendensystem T von U mdglichst klein auszuwéhlen, also ohne solche Vektoren,
die sich aus den {ibrigen durch Linearkombination ergeben.

Diese treten auf, wenn es vy, ...,v, € T gibt mit

n

Zyi/\i =dund (z.B.) A\; #0.

i=1

Denn dann ist v; selbst Linearkombination der iibrigen v;:

v = —(Z UZ/\Z)Al_l = sz(_)\z)\l_l)
=2 =2

7.1 Definition: Lineare Unabhangigkeit, lineare Abhangigkeit

(a) (i) Eine endliche Teilmenge T von V heifit linear abhéngig (lin.abh., La.)
g.d.w. gilt: Es existieren Elemente A{,...,\, € K, nicht alle \; = 0, und
V1, ..., U, € T mit v; # v; fiir i # j derart, dass ) v;\; = 0. (Es existiert dann
i=1
also eine ,nicht-triviale Darstellung des Nullvektors®.)

(ii) Das n-Tupel von Vektoren (vy,...,v,) € V™ heift linear abhingig g.d.w.

gilt:
{v1,...,v,} lin.abh. V wy,...,v, nicht paarweise verschieden.
(In diesem Falle sagen wir auch: die Vektoren vy, ..., v, sind linear abhéngig.)
(iii) vy heifst linear abhéngig von vy, ..., v,, wenn vy ELK({vs,...,v,}) gilt; dann

sind insbesonder vy, v, . .. v, linear abhéngig.

(iv) Eine Teilmenge M von V (nicht notwendig endlich) heifst linear abhéngig,
wenn gilt: Es existiert eine endliche Teilmenge von M, die linear abhéngig ist.

(b) linear unabhéngig (lin.unabh., l.u.) = nicht linear abhéngig, also fir M CV :

M lin.unabh. Menge < Jede endliche Teilmenge von M ist lin.unabh. .
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und:

v1,...,0, lin.unabh.: < vy,...,v, nicht lin.abh.

< {v1,...,v,} lin.unabh. und vy, ..., v, paarweise versch.

& {Zvi)\izé’:/\i:()fﬁralle ied{l,...,n}

=1

7.2 Beispiele
(a) V =R?
(i) (1,0) und (2,2) sind linear unabhéngig.

Beweis. Zu zeigen ist (1,0) - A+ (2,2) - p=0= A= p =0 fir alle \, p € R.

(L,0)A+(2,2)p = (0,0) = (X, 0) + (2, 2u) = (0,0) = (A+2p,2p) = (0,0) =

A+2u=0Ap=0=>A=pu=0. ]
(i) (1,0),(2,2),(—2,1),(1,v/2) sind linear abhiingig.

Beweis. (1,0)-3+(2,2) - (—3) +(=2,1) - 1+ (1,v2)-0=0 O

(Aus dem Beweis sehen wir, dass sogar (1,0), (2,2), (—2,1) linear abhéngig

sind).
(b) [V = K|, K Kérper; e; :=(0,0,...,0,1,0,...,0) (vgl. Beispiel (b) nach (6.9)
i-te ;]:cllc
(i) {e1,...,e,} ist linear unabhéngig.
Beweis. Y e i=0= (A\,...,\,)=0=Vi=1,...,n: )\ =0. O

=1

(ii) Die Menge {(A\1,...,\n),€1,...,6,} ist linear abhéngig fiir jedes n-Tupel
(A1, An) € K™\ {eq, ... en}.

Beweis. (A1,..., ) (=1)+ > e;\; =0 und —1 # 0. O

i=1

Anmerkung. (M, ..., ) = > e\ € LK({eq,...,en})
i=1
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(¢) Verallgemeinerung von (b):

In definieren wir e; fiir ¢ € I durch

[ K, , 0c K fiiri#j
€; = (éij)jel : . wobei (5@' = . .
J > 0ij- le K fliri=j
Dann ist {e;|i € I} linear unabhéngig.
Beweis. Fir jede endliche Teilmenge {e;,,...,e;, } folgt aus > e; Ay = 0 zunéchst
k=1

0= Z (5ikj)j61'>‘k: = <Z (5ij/\]€> s also Z 5ikj>\k: =0 fur jedesj € I. Wahlen wir
k=1 k=1

jeI k=1

fir l € {1,...,n} nun j = i, so erhalten wir daraus und aus 0;,; = 0 fiir i # i, = j
sofort 9;,, Ay = 0, also \; = 0. O
(d) In|P(R) |, dem Vektorraum der Polynomabbildungen iiber R, ist {(idr)‘|i € Ny}

linear unabhangig.

Beweis. Wiare die Menge linear abhéngig, so gibe es eine linear abhéngige endliche

Teilmenge, insbesondere ein m € Ny und Elemente Ag, ..., \,, € K mit
o=)» (id)'\; und N, #O0.
i=0

Fiir alle z € R gilt somit > z°\; = 0. Durch m-maliges Differenzieren erhilt man

=0

Am-m!=0. 4 (Widerspruch)

(d’) {X? ] i€ Ng} ist linear unabhiingige Teilmenge von V = K[X].

Anmerkung. In P(GF(2)) sind schon (idgr()), (idgr(2))? linear abhéngig:
[idar) +(idar@))?] (z) = 2 + 2% = 0 fiir alle 2 € GF(2).
Es gilt sogar: idGF(Q) = (idGF(2))2.

7.3 Hilfssatz: Teilemengen linear unabhangiger Mengen

Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéngig.

(ii) Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Definition (7.1). O

Anmerkung. Insbesondere gilt: | () ist linear unabhéangig

Nun kénnen wir auf Erzeugendensysteme zuriickkommen.
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7.4 Satz: Entbehrliche Elemente in linear abhdngigen Mengen

Voraussetzung: V' K-Vektorraum, ) # M C V.
Behauptung: | M lin.abh. < Ja € M : (M \ {a}) = (M) |.

Insbesondere sind in einem linear abhéngigen Erzeugendensystem Elemente entbehrlich.

Beweis. ,=* M lin.abh. = Juy,...,v, € M, A\j,...; A\, € K : > v;A; =dund A\, # 0

i=1

fiir mindestens ein k € {1,... n}; fir diese Elemente folgt v\, = — > v;\;, also
ik
v = —(Z vi/\i))\lzl = Y vi(=AA), dhvg € (M O\ {v}) und (M) = (M \ {vi}).
i=1 i=1
i#k i£k

p=ac(M)=(M\{a}) = acLK(M\{a}) =
Elbl,...,bneM\{a}, )\1,,/\REKCL:sz)\1:>G1+Zb1(—)\Z):5:>
i=1 =1

{a,bi,... by} La. = M lin.abh. - -
0

Im Folgenden interessieren wir uns hauptséchlich fiir linear unabhéngige Erzeugenden-
systeme.

7.5 Definition: Basis

Sei V ein K-Vektorraum und B C V. Dann heifst B Basis von V g.d.w. B linear
unabhéngiges Erzeugendensystem ist, also gilt:

(1) B ist linear unabhéngig,

7.6 Beispiele

(a) In K™ ist B = {ey,...,e,} mit e = (1,0,...,0),eo = (0,1,0,...,0),...,e, =
(0,0,...,0,1) eine Basis, die sogenannte kanonische Basis von K". Denn B ist
linear unabhéngig (Bsp. (b) s.0.) und jedes z = (i, ...,&,) aus K" ist Linearkom-

bination von B: x = ) ¢ € (B).

i=1
(b) Verallgemeinerung:
In KO ist B = {e;|i € I} mit e; = (0;;);e; Basis:

B ist linear unabhéngige Teilmenge von K (s. Beispiel (c), s.0.) und damit von K ).
Ist 2 = (\)ier € KU, so gibt es eine endliche Teilmenge J von I mit \; = 0 fiir
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i € I\ J; damit gilt z = >_ e;\; (wobei nur endlich viele Summanden auftreten).

icJ

Also KO = (B).

Anmerkung. Ist I unendlich, so ist B keine Basis von K. Zum Beispiel lisst sich die
konstante Folge (a;);en in KN mit a; = a # 0 nicht als Summe von e; mit endlich
vielen Summanden darstellen.

(¢) {71, 7y} ist (fiir ’orthogonale Einheitsvektoren’ 17,15 ) eine Basis von V (dem R-
Vektorraum der Ebene), ebenso {@, b}, wenn @, b linear unabhéngige Vektoren sind;

(vgl. (1.1)}
(d) 0 ist Basis des Nullraumes eines Vektorraums; denn:

() ist lin.unabh. (es existiert keine lin.abh. Teilmenge von @) und (@) = {5}, s.o.!

(e) B = {id}, |5 € Ny} ist Basis von P(R). (B ist lin.unabh. gemif Beispiel (d) nach
(7.1); P(R) = (B) geméf Bsp. (c) nach (6.9)

(e)) B={X']i € Ny} ist Basis von K[X], dem Vektorraum der Polynome iiber K.

7.7 Satz (Charakterisierung von Basen)

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) B ist Basis von V; (d.h. B ist lin.unabh. Erzeugendensystem).

(b) B ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V/
(d.h. B lin.unabh. und fiir alle z € V' \ B : BU {z} lin.abh.)

(c) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V'
(dhV =(B)AVz € B:(B\{z}) GV

(d) Jeder Vektor v € V ldsst sich (abgesehen von Summanden der Form b; -0,
Reihenfolge und Aufspalten von Summanden) auf genau eine Weise als
Linearkombination von B darstellen.

Beweis.
(a)=-(b) Ist B Basis, so definitionsgeméf B lin.unabh. AV = (B) et LK(B). Sei
6.10
r € V\B,dann z € LK(B), also -1 =Y b;\; und = ¢ B, und daher BU {x}
lin.abh..

(b)=>(a) B maximal linear unabhéngige Teilmenge =
(B linear unabh. AVz € V'\ B: BU{x} lin.abh.) = (B linear unabhéngig und
xr € LK(B) fir alle € V) = (B lin.unabh. AV =LK(B) = (B)).

(6.10)

40Man schreibt dann auch z = Zie 7 €i\i, wobei zu beachten ist, dass nur endlich viele der formal
auftretenden Summanden von ¢ verschieden sind.
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(a)&(c)

(a)=(d)

Nach Kontraposition von Satz 7.4 ist ein lin.unabh. Erzeugendensystem mini-
mal und umgekehrt.

Sei B Basis und v € V. Dann gilt v € (B) = LK(B). Wir zeigen die Eindeu-
tigkeit der Darstellung von v als Linearkombination von B.

Seien v = ) b;A; und v = ) ¢ju; zwei solche Darstellungen (mit n,m € N,
i=1 j=1

bi,c; € B, \i, pij € K und paarweise verschiedenen b; bzw. ¢;).

Durch Addieren von Summanden b;p; mit pu; = 0 zur zweiten Darstellung im
Falle, dass b; nicht unter den c¢; vorkommt, und von Summanden c;\; mit
Aj = 0 zur ersten Darstellung, wenn c¢; nicht unter den b; vorkommt, sowie
durch Anderung der Nummerierung (falls b; = ¢;) und der Bezeichnungen (z.B.

bpi1 = cq, falls ¢ € {by,...,b,} usw.), erhilt man
! l
v = Z bpAr und v = Zbk,uk
k=1 k=1

Als endliche Teilmenge von B ist {by,...,b} linear unabhéngig. Damit gilt
A — e =0 fa. ke {l,...,l}, was zu zeigen war.

V=LK(B) = V =(B).

(6.10)

Wire B linear abhéngig, so liefte sich o auf verschiedene Weisen als Linearkom-
bination von B darstellen.(Wieso 7)

O

7.8 Definition von Koordinaten

Sei V ein K-Vektorraum, der eine endliche Basis B = {b1,...,b,} besitzt. Durch die
Nummerierung der Elemente von B legen wir eine Reihenfolge fest. In diesem Fall spre-
chen wir von der geordneten Basis B = (by,...,b,).

Nach (7.7) lasst sich jedes x € V auf genau eine Weise in der Form

L = i bi&i
i=1

darstellen. &; heift dann die i-te Koordinate von x bzgl. B = (by,...,b,).
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&1
Schreibweise: . = |

&)

Es gilt
& M §i+m
LA =Dl D b =D bi& ) =
&n B T /g En + M B

Entsprechend wird die S-Multiplikation komponentenweise ausgefiihrt.

Anmerkung. Die Zuordnung

V —- K"
&1 &
MBZ : — :
&), \&

ist ein Isomorphismus von (V,+) auf (K™, +), der mit der S-Multiplikation vertréglich
ist, also eine Bijektion mit

Mp(v+ w) = Mg(v) + Mp(w) fir alle v,w € V

und

Mg(v-A) = Mg(v)-AMiuralleve Vund A € K

(VR-Isomorphismus s.u.).

S! &
(&1,...,&,) oder auch Mp(x) := | : | heift Koordinatenvektor von z = | :
6 &),
Beispiele
(1) V hat die geordnete Basis (711, 7i2). Jedem & €
51 IR kil (517 52)
Y mit & = n1&; + naés = (f ) ist durch 728 |
2/ it it s :
M, ) das Paar <§1> bzw. (&1,&) € R? zu- .
> 1 111

geordnet; dies ist auch das Koordinatenpaar ) . _
des Punktes mit Ortsvektor Z. (Siehe Figur Figur 7.1: Koordinaten eines Vek-

7.11) tors der Ebene.
A1
(2) Sei V. =K", B=(ey,...,¢e,). Dann gilt (\,...,\,) = | :
An
B
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Eine Verallgemeinerung auf Vektorraume, die eine unendliche Basis besitzen, ist mit
Koordinaten-Familien moglich.

Es erhebt sich die Frage nach der Existenz einer Basis in einem beliebigen Vektorraum.
Zunachst betrachten wir Vektorrdume, die ein endliches Erzeugendensystem besitzen:

7.9 Satz (Basis-Ergdnzungs-Satz bei endlichem Erzeugendensystem)

Ist V endlich erzeugter Vektorraum, A linear unabhéngige Teilmenge und S ein
endliches Erzeugendensystem von V mit A C S, dann existiert eine Basis B
von V mit AC BCS.

7.10 Korollar (Basis-Existenz-Satz fiir endlich erzeugte Vektorrdume)

’ Jeder endlich erzeugte Vektorraum V besitzt eine Basis. ‘

Beweis von (7.10): Man setze A = () , wahle S als endliches Erzeugendensystem von V
und wende (7.9) an! O

Beweis von (7.9): Sei S endliches Erzeugendensystem von V', A linear unabhéngige Teil-
menge von S. Betrachte

X:={C|ACCCSAC linear unabhéngig} !

Da S endlich ist, enthélt .S nur endlich viele Teilmengen; somit ist X endlich. Daher exi-
stiert bzgl. der Ordnung “C” mindestens ein maximales Element B in X. Laut Definition
ist AC B. Ist z € Sund z ¢ B, dann gilt BU{z} C S und wegen der Maximalitat von
B dann BU {z} ¢ X; daraus folgt die Lineare Abhéngigkeit von B U {z}. Da B linear
unabhéngig ist, erhdlt man z €< B >. Da x beliebig in S\ B gewihlt war, ergibt sich
S C< B > und daraus V =< S >=< B >. Also ist B Basis. O]

Anmerkung: Man kann zeigen, dass die Existenz einer Basis fiir jeden K —Vektorrraum
aquivalent zur Giiltigkeit des Auswahlaxiomsbzw. zum Zornschen Lemma ist. Wir zeigen
hier unter Voraussetzung des Zornschen Lemmas:

7.11 Satz (Basis-Erganzung und Basis-Existenz allgemein)

Voraussetzung: “Zermelo-Fraenkelsches Axiomensystem + Auswahlaxiom”
(ZF+AC bzw. ZFC) bzw. Zornsches Lemma”

(a) Ist V Vektorraum, A linear unabhéngige Teilmenge und S ein Erzeugen-
densystem von V mit A C S, dann existiert eine Basis B von V mit A C B C S.
(b) Jeder Vektorraum V' besitzt eine Basis.

Beweis von (7.11 (b)): (analog zu 7.10): Man setze A = () und S =V und wende (7.11
(a)) an! O
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Beweis von (7.11 (a)): (a) Definition: Sei

X :={C|ACC CSAC lin.unabh.} C p(V).
Wegen A € X ist X # () und daher (X, C) nicht-leere geordnete Menge.

(b) Zwischenbehauptung: (X, C) ist induktiv geordnet (vgl. Def. 2.7.3 ):

Sei ¥ C X nicht leer und total geordnet, eine sogenannte Kette! Wir wollen zeigen,

dass Cgz := |J C obere Schranke von ¥ in (X, C) ist, also (X, C) induktiv geordnet.
Ces

(i) Da konstruktionsgeméf VC' € T : C' C Cx gilt, ist Cg obere Schranke; es reicht
daher der Nachweis von Cs € X.
(ii) Laut Definition gilt VC € ¥: A C C' C S und daher AC |J C =C5z CS.
Ccex
(iii) Behauptung: C« ist lin.unabh..

Sei U = {¢y, ..., c,} endliche Teilmenge von Cy = |J C.
CeT
Dann gilt: Vi € {1,...,n}3C; € T : ¢; € C;. Da T total geordnet ist, existiert

ein groftes Element Cy in {C1,...,C,}; damit gilt C; C Cy, firi € {1,...,n}
und U C |J C; = Cy. Cy ist linear unabhéngig, da Cy € ¥. Daher ist U als

=1
endliche Teilmenge linear unabhéingig. Also: Jede endliche Teilmenge von Cx
ist linear unabhéngig, d.h. Cz ist linear unabhéngig.

Aus (i), (ii) und (iii) folgt: Cz ist obere Schranke von ¥ in X. (X, Q) erfiillt daher
die Voraussetzung des Zornschen Lemmas (2.7.4); dessen Anwendung liefert:

(c) Es existiert ein maximales Element B in X.

(d) Behauptung: B ist Basis der geforderten Eigenschaft.
(i) Wegen B € X ist B linear unabhéngig und A C B C S.

(ii) Ist B = S, so sind wir fertig. Sei andernfalls s € S\ B ! Dann gilt BU{s} 2 B.
Da B maximales Element von X ist, gilt BU{s} ¢ X. Aus AC BU{s} C S
ergibt sich daher B U {s} als linear abhéngig, also s € (B). Mit S C (B)
erhalten wir V' = (S) C (B) und daraus V' = (B). O
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