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Einleitung

Als Leitthema dieser Vorlesung kénnte man ,,Symmetrie“ wihlen. Wir be-
ginnen mit einem geometrischen Beispiel, dazu stelle man sich eine Figur F' in
der Ebene vor. Fiir gewisse Bewegungen T' der Ebene (technisch: Elemente der
SO(2)) wird dann F in sich tiberfithrt werden. Die Gesamtheit dieser T bildet
eine Gruppe, die Symmetriegruppe von F'.

Als Variante kann man auch Symmetrien in der Zeit studieren. Genauer:
Gegeben sei ein f: R — R, dabei fassen wir die Variable oft als Zeit auf. Eine
Zahl p wird Periode von f genannt, wenn f(t + p) = f(t) fiir alle ¢ gilt. Die
Menge aller Perioden bildet offensichtlich eine Untergruppe von (R, +), und im
Fall stetiger f ist sie auch abgeschlossen.

Angenommen, f hat eine nichttriviale Periode p. Typische Fragen sind dann:
e Was sind die ,,einfachsten“ p-periodischen Funktionen?

e Kann man alle p-periodischen Funktionen aus diesen einfachen Vertretern
zusammensetzen?

In der Theorie der Fourieranalyse sind diese Fragen der Ausgangspunkt fiir eine
reichhaltige Theorie mit vielfiltigen Anwendungen. Wir werden sehen, wie sich
beim Losen von Differentialgleichungsproblemen genau diese Probleme ergeben
und die Grundziige der Theorie kennen lernen.

Es zeigt sich, dass die wichtigen Gruppen im Hintergrund der Fourieranalyse
die Gruppen (Z, +) und (R, +) sind. Ersetzt man sie durch andere Gruppen, so
ergibt sich ein Ansatz, mit dem man sehr allgemeine Fragen zum Thema ,,Sym-
metrie“ untersuchen kann. Diese Theorie ist im vorigen Jahrhundert intensiv
entwickelt worden, man spricht von abstrakter harmonischer Analysis. Dabei
zeigt sich, dass man ohne ein Mindestmafl an topologischer Information nicht
auskommt!).

Das Besondere an diesen so genannten topologischen Gruppen ist, dass es
in vielen Féllen ein Mafl gibt, das mit der Gruppenstruktur vertréglich ist,
das Haarsche Mafs. Es spielt bei allen Untersuchungen eine wichtge Rolle. Ziel
ist es herauszuarbeiten, wie eine Gruppe als Symmeriegruppe auftreten kann
und welche Teile der ,klassischen® Theorie ein Analogon haben. Das ist erwar-
tungsgeméif unterschiedlich schwierig, je nachdem, welche topoplogischen und
gruppentheoretischen Eigenschaften man voraussetzt. Wir werden behandeln:

e Endliche kommutative Gruppen
e Endliche Gruppen
e Kompakte Gruppen

e Lokalkompakte abelsche Gruppen

DFiir unsere Zwecke muss man sich allerdings nicht vorher mit Topologie beschéftigt haben,
es wird es reichen, sich mit metrischen Rdumen auszukennen.



e Lie-Gruppen

Fiir einige examplarische Beispiele wird es zu den theoretischen Ergebnissen
Anwendungen aus verschiedenen Bereichen der Mathematik geben.

E. Behrends, Oktober 2013.



Bei der Vorbereitung dieser Vorlesung wurde die nachstehende Literatur ver-
wendet:

Behrends, Ehrhard: Introduction to Markov Chains.
Vieweg, 2000.

Behrends, Ehrhard: Elementare Stochastik.
Springer Spektrum, 2012.

Chandrasekharan, Komaravolu: Classical Fourier transforms.
Springer, 1980.

Deitmar, Anton: A first Course in Harmonic Analysis.
Springer, 2002.

Duistermark, J. und Kolk, J.: Lie Groups.
Springer, 2000.

Follard, G.: Fourier Analysis.
AMS, 2009.

Heuser, Harro: Gewdhnliche Differentialgleichungen.
Teubner, 1989.

Hewitt, Edwin and Ross, Kenneth: Abstract Harmonic Analysis I und II.
Springer, 1963.

Kosmann-Schwarzbeck, Y.: Groups and Symmetries.
Springer, 2010.

Procesi, C: Lie Groups.
Springer, 2008.

Vretblad, Anders: Fourier Analysis and Its Applications.
Springer, 2000.



Kapitel 1

Klassische Fourieranalyse

In diesem Kapitel leiten wir einige grundlegende Ergebnisse zu Fourierreihen und
zur Fouriertransformation her. Sie sind in der Analysis von grofler Berdeutung,
bei uns haben sie auch die Funktion, die dann folgenden Untersuchungen zu
motivieren.

1.1 Warum Fourierreihen?

Die hier vorgestellten Ideen stammen aus dem 18. Jahrhundert. Damals wurden
immer neue Probleme mit analytischen Methoden in Angriff genommen. Zum
Beispiel wurde versucht, das Verhalten einer schwingenden Saite zu beschreiben.
Der Ansatz ist wie folgt:

Wir stellen uns die Saite auf der z-Achse eingespannt vor, zwischen
0 und 7. Zu irgendeinem Zeitpunkt ¢ bezeichne mit u(z,t) die Aus-
lenkung an der Stelle x zur Zeit ¢, wobei 0 < x < 7.

Wir setzen voraus, dass ug = u(-,0) (Auslenkung zur Zeit ¢t = 0) und
vo = 2%(-,0) (Auslenkungsgeschwindigkeit zur Zeit ¢t = 0) bekannt
sind; es ist klar, dass ug und vg bei x = 0 und x = 7 verschwinden
miissen.

Unter Verwendung einfacher physikalischer Ideen (,,Kraft gleich Mas-
se mal Beschleunigung®, ...), die man auf ,sehr kleine“ Stiicke der
Saite anwendet, gelangt man dann zur folgenden mathematischen
Problemstellung, wenn man sich auf eine idealisierte Situation be-
schriinkt (Saite homogen, nur kleine Auslenkungen, Saite schwingt
nur in einer Dimension, Konstanten geeignet umskaliert):

Gesucht ist eine Funktion u : [0,7] x [0, 00 [ = R mit den folgenden
Eigenschaften:

e u(0,t) = u(m,t) =0 fiir alle ¢.
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o u(z,0) = up(z) fur alle .
. %(m, 0) = vo(x) fiir alle .
2

u

o 5(x,t) = %(m,t) fiir alle x,¢ (Schwingungsgleichung).

Die — am Ende erfolgreiche — Losungsstrategie sieht so aus:
e Schritt 1: Suche Losungen der Form u(z,t) = A(x)B(t) (stehende Wellen);
kiimmere Dich dabei nicht um wug, vg.
Angenommen, so wurden uy, us, ... gefunden.

e Schritt 2: Beachte, dass aus Linearitéitsgriinden auch ajuq +agug +- - - fiir
reelle a,, Losung ist (bei der ug, vy immer noch nicht beriicksichtigt sind.)

e Schritt 3: Wihle die a,, so geschickt, dass auch noch die Bedingungen mit
ug, vg erfiillt sind.

Schritt 1: Die entscheidende Beobachtung ist die folgende: Wenn A(x)B(t)
Losung der Schwingungsgleichung ist, muss notwendig
A/I B/I
A=
gelten, und beide Seiten der Gleichung miissen gleich einer Konstante A sein.

Nichttriviale Losungen, die auch noch der Bedingung A(0) = A(w) = 0
geniigen, entstehen nur fiir A = A\, = —n? fiir n € N, und das fiihrt zu

(t) fiir alle x, ¢

Ay, (z) = sin(nx), By(t) = ay, cos(nt) + B, sin(nt);
dabei sind a,, B, € R.

Schritt 2: Wir machen nun den allgemeinen Ansatz
u(z,t) = Z sin(nx) oy, cos(nt) + B, sin(nt)).
n=1
Dabei sind die a,, 8, so geschickt zu wihlen, dass gilt:

e Die Reihenkonvergenz ist fiir unsere Zwecke geniigend gutartig; es soll zum
Beispiel Summation und Differentiation vertauschbar sein.

e Die up-Bedingung ist erfiillt, d.h. ug(z) = ), o, sin(nz) fiir alle x.
e Die vo-Bedingung ist erfiillt, d.h. vo(x) = >, nS, sin(nzx) fiir alle x.

Damit sind wir auf ein bei solchen Ansétzen typisches Problem gestoflen. Etwas
allgemeiner kann es so formuliert werden:
Gegeben sei eine Funktion f : [—7m,7] — R mit f(—7n) = f(n).
Stelle f als Reihe iiber die Funktionen 1, cos(x), cos(2x), ..., sin(x),
sin(2z), ... dar.

Das ist der Ausgangspunkt der Fourieranalyse.
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1.2 Fourierreihen: einige grundlegende Ergeb-
nisse

’Die einzige Chance! ‘

Gegeben sei ein 2m-periodisches f : R — R. Wir werden im Folgenden
annehmen, dass es auf [ —m, 7| definiert ist (jedes Intervall der Lange 2 erfiillt
den gleichen Zweck.) Mal angenommen, es wire moglich, f wie gewiinscht zu
schreiben:

f(z) =ao+ Z(an cos(nz) + by, sin(nx)).

n=1

Bemerkenswerter Weise ist es dann moglich, die a.,, b,zu rekonstruieren:
Lemma 1.2.1. Notwendig gilt dann
ap = %f:r f(z)dx
=21 [7_f(x)cos(nz)dz.

by =1 [T f(z)sin(nz) du.

Das vorstehende Lemma legt folgende Definition nahe:

Definition 1.2.2. f : [—m, 7] — R sei stickweise stetig. Unter den Fourier-
koeffizienten von f verstehen wir die Zahlen

e ap =5 [T f(z)dx
an =1 [T f(z)cos(nz) du.
o by =1 [ f(x)sin(nx)dx.

Und wir sagen, dass f bei x in eine Fourierreihe entwickelbar ist, wenn
o0
= E (an cos(naz) + by, sin(na))

gilt. Mit P, bezeichnen wir die n-te Partialsumme dieser Reihe (P, ist also eine
Funktion).

Doch Achtung: Die a,, b, sind zwar immer definiert, es ist aber vollig offen,
ob die zugehorige Reihe konvergiert. Schlimmer: Selbst wenn sie konvergiert,
muss sie nicht gegen f(z) konvergieren.
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Wir wollen noch eine Fairnessbedingung motivieren. Die Fourierkoeffizienten
sind doch durch Integrale definiert. Folglich werden sich die gleichen Koeffizien-
ten ergeben, wenn wir f an einer Stelle abdndern: Der Wert an den Sprungstellen
hat keinen Einfluss. Deswegen ist auch nicht zu erwarten, dass f entwickelbar
ist, wenn wir an den Sprungstellen beliebige Werte zulassen. Die Losung:

Definition 1.2.3. f sei stiickweise stetig. Unter f,, verstehen wir die punktweise

et tig o fla + 1) + fa = 1)
my,_,o+ f(x+n)+ f(x—
fu(l‘) — h—0 2
definierte Funktion. f, ist wohldefiniert und wieder 2m-periodisch, stimmt an

den Stetigkeitspunkten von f mit f dberein und hat an den Sprungstellen als
Wert den Mittelwert zwischen rechts- und linksseitigem Limes.

f heifle normalisiert, wenn f = f, gilt.

Es wird wichtig sein, Partialsummen der Fourierreihe als Faltungsintegral dar-
zustellen.

Definition 1.2.4. Fiir n € N verstehen wir unter dem Dirichlet-Kern die Funk-
tion

D, (x) L (1 + 2cos(x) + 2cos(2z) + -+ - + 2cos(nz)).

™

Die Faltung f * D,, ist fiir ein stiickweise stetiges f : [ —m,m] punktweise durch

(f *Dp)(x) := :T f@&)Dp(x —t)dt

erkldrt.

Lemma 1.2.5. (i) f*xD,, hat bei —7 und 7 den gleichen Wert, kann also wieder
als 2m-periodische Funktion aufgefasst werden.

(ii) f* Dp, = P, (vgl. 1.2.2).
(iii) Wenn man sich f 2w-periodisch auf R fortgesetzt denkt, gilt

(FD)@) = [ e~ D) dr

fiir alle x.
(iv) [ Dy(t)dt =1.
(v) Fiir alle x mit © ¢ 2n7Z gilt

sin((2n + 1)z/2)

Dn(z) = 27 sin(z/2)
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Satz 1.2.6. (Riemann-Lemma) Es sei g : [¢,d] — R stiickweise stetig. Dann
gilt

d
/ o) sin(rt) dt — 0 0.

1. Beweis: Glatt approximieren.
2. Beweis: Zuniichst fiir Treppenfunktionen, dann Linearkombinationen und Ap-
proximation.

Es folgt ein erstes Hauptergebnis. Dabei ist bemerkenswert, dass die Kon-
vergenz der Fourierreihe bei einem x¢ iiberraschender Weise nur von den lokalen
Eigenschaften von f bei xy abhéingt.

Satz 1.2.7. f: [—m, 7] = R sei 2n-periodisch, stickweise stetig und norma-
lisiert. Weiter sei xg € |—m,7|. Eine der beiden folgenden Bedingungen sei
erfillt:

(i) [ ist bei ¢ nach links und nach rechts Lipschitz-stetig im folgenden Sinn:
Es soll ein L so existieren, dass fiirt > 0 stets

|f(zo +t) — flad)| < Lt, |f(zo —t) — flzg )| < Lt

gilt; dabei bezeichnen f(xd) und f(zy) den rechts- und linksseitigen Limes der
Funktion f.

(ii) Es gibt ein Intervall [xg — e,20 + €], auf dem f von beschrinkter Variation
15t.

Dann gilt lim,,_, o Py (x0) = f(20), d.h., [ ist bei xo in seine Fourierreihe ent-
wickelbar.

Bemerkungen: 1. Insbesondere folgt, dass f bei allen x in seine Fourierreihe
entwickelbar ist, wenn f stiickweise stetig differenzierbar ist.

2. Der Beweis zu (i) zeigt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit der Reihe nur von
der Lipschitzkonstanten L abhéngt. Lipschitzabbildungen — insbesondere also
stetig differenzierbare Funktionen — haben also eine gleichméfig konvergente
Fourierreihe.

’ Beispiele fiir Fourierreihen-Entwicklungen ‘

0. Fiir Funktionen des Typs cos(mz) und sin(mz) ist die Entwicklung trivial.

1. Sei f die ,,Rechteckfunktion“. Sie ist 0 bei z = 7 und x = 0 und hat den
Wert —1 bzw. 1 auf | —m,0[ bzw. | 0, 7 [. Es ist dann leicht nachzurechnen, dass
gilt:

ap=0firn=0,1,...; b, =0 firn=2,4,6,...; b, =4/(nw) fir n=1,3,5,.. ..

Kurz:
f@) = %(sin(m) 4 (1/3) sin(32) + (1/5) sin(52) + ...
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(punktweise Konvergenz).
Als kleine Anwendung erhalten wir durch Auswerten bei 7/2 die interessante
Formel

T Lt 1 1,
4 3 5 7
2. Definiere f(z) := |z| auf [ —7, 7] und setze periodisch fort (das ist die Sége-
zahnfunktion). Wir erhalten
™ 4 1 1
flx) = 5 (cos(x) + 2 cos(3x) + = cos(hx) + - - )
und — durch Auswertung bei m —
LR R
g 3 52

3. Definiert man f(x) durch 22 bzw. (z + 2m)? bzw. 27?2 fiir  in |0, 7] bzw.
[—m,0[ bzw. {0}, bestimmt dann die Fourierentwicklung und setzt danach spe-
ziell x = 0 ein, so erhédlt man

m? LI
6 = 22 32 ‘

Durch Multiplikation ergibt sich noch eine Formel fiir die inversen geradzahligen

Quadrate:

Erste — eher zahlentheoretische — Anwendungen haben wir schon kennen
gelernt.
1. Wir kommen zum Ausgangsproblem, der Schwingungsgleichung zuriick. Mit
der im vorigen Abschnitt beschriebenen Strategie wollen wir das folgende Pro-
blem l6sen:

Finde uw: [0,7] x R — R mit
u(0,t) = u(m,t) = 0 fiir alle ¢.

u(z,0) = xj0,~[(z) fiir alle .
(Qu/0t)(x,0) = 0 fiir alle x.
0?u/0t? = 9%u)0x>.

Zunichst setzen wir die auftretenden Funktionen schiefsymmetrisch auf [ —m, 7]
fort. Unter Verwendung der im vorstehenden Unterabschnitt zu ,,1.“ bewiesenen
Ergebnisse liefert die Durchfithrung der Strategie, dass

u(x,t) = % ; m sin((2n + 1)x) cos((2n + 1)t)
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die gewiinschten Eigenschaften hat.

2. Wir behandeln ein Wirmeleitungproblem auf analoge Weise. Gesucht ist eine
Funktion u : [0,7] x [0,00[ — R mit

o u(0,t) = u(m, t) =0 fur alle t.
o u(z,0) =z fir 0 <z <m, u(mr,0) =0.
o Ju/0t = 30%u/0x>.

Dieses Problem tritt auf, wenn man die Temperaturentwicklung in einem Stab
der Lange 7 beschreiben méchte. Dabei bezeichnet u(z, t) die Temperatur bei a
zur Zeit t, die Ende des Stabs werden permanent auf Null gekiihlt, am Anfang
gibt es eine spezielle Temperaturverteilung, und der Faktor 3 ergibt sich aus
den Materialkonstanten.

Schritt 1: Spezielle Lisungen suchen. Wir setzen wieder u(x,t) = A(x)B(t)
an. Das fithrt auf (A”/A)(z) = (B’/3B)(t). Beide Funktionen miissen gleich
einer Konstanten A sein. Wieder kommen aufgrund der Randbedingung nur die
A =\, = —n? in Frage, die zugehorigen A-Funktionen sind sin(nz).

Wenn A\ = A, ist, muss noch A\, = B’/(3B) gelost werden. Wir erhalten (bis
auf eine Konstante) B(t) = exp(—3n2t).

Schritt 2: Linearkombinationen bilden. Wir wissen schon, dass alle Funktionen
des Typs
u(z,t) = Z ay, sin(nx) exp(—3n?t)

folgende Eigenschaften haben: Sie verschwinden am Rand und 16sen die Wérme-
leitungsgleichung. Die zweite Bedingung léduft darauf hinaus, dass >, a, sin(nx)
auf 0 < & < 7 gleich x und bei 7 gleich 0 sein soll. Das ist durch Auffinden
der Fourierreihe der zugehorigen Funktion leicht zu realisieren. Wir erhalten als
Endergebnis:

— 2(—1)"*!
u(z,t) = Z %67371% sin(nz).
n=1

’ FEine komplexe Formulierung ‘

Fiir spéatere Zwecke wird es sinnvoll sein, sich an die Eulersche Gleichung

€' = cosx + isinz zu erinnern und die vorstehenden Ergebnisse entsprechend
umzuformulieren.
Es sei f: [—m,m] = C eine stiickweise stetige Funktion. Fiir n € Z (Ach-

tung: nicht nur n € N) betrachten wir die Funktionen x — ™% und f soll als
Reihe iiber geeignete Vielfache dieser Funktionen dargestellt werden.
Angenommen, das geht: f(z) =" ., a, e, Wenn man mit e!”* multipli-
ziert und integriert, so folgt an, = (1/27) [*_ f(z)e™™* dx =: f(m): Das sind die
komplexen Fourierkeffizienten. Die f (n) héngen mit den gewohnlichen Fourier-
koeflizienten von Real- bzw. Imaginérteil von f auf einfache Weise zusammen, es
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handelt sich wirklich nur um eine Umschreibung. Insbesondere ist wieder rich-
tig, dass punktweise stetig differenzierbare f punktweise als ihre Fourierreihe
dargestellt werden kénnen.

Erginzungen zur Erweiterung der Allgemeinbildung ‘

1. Cesaro-Konvergenz: Es ist eine Standardiibungsaufgabe der Analysis zu zei-
gen, dass aus a, — a auch (a1 + ...+ a,)/n — a folgt. Die passende Definition
dazu: Eine Folge (a,,) heifit Cesaro-konvergent gegen a, wenn (a;+...4a,)/n —
a gilt. Das vorstehende Ergebnis besagt dann, dass aus der Konvergenz die
Cesaro-Konvergenz folgt. Die Umkehrung ist offensichtlich nicht richtig. Wich-
tig wird diese Definition besonders in der Theorie der Fourierreihen. Es gilt
nédmlich der

Satz von Fejér: f : [ —m, 7] sei periodisch und stetig. Dann ist f der gleichm#Bi-
ge Cesaro-Limes der Partialsummen der Fourierreihe:
P+---+ P,

i — f (gleichmiBig).

Beweisidee: Erstens muss man wissen, was eine Diracfolge ist. Das ist eine Folge
(K,,) nichtnegativer stetiger Funktionen auf R, deren Integral 1 ist und die im
folgenden Sinn immer stérker bei 0 konzentriert ist: Fiir jedes positive & gilt

([ 4 [ - o

Fiir so eine Folge gilt zweitens: Ist f : [a,b] — R stetig, so konvergieren
die K, * f gleichmiflig auf [a,b] gegen f. (Beweis z.B. in Behrends, Analysis 2,
Satz 7.1.3.)

Und drittens schliellich: Definiert man
Do+ Di+---+ D,

F,:
n+1

)

so ist (F},) eine Diracfolge. Die F,, heiflen die Fejér-Kernel). Beachte, dass F,,
f=Fo+--+P)/(n+1).
O

2. Das Gibbs-Phdnomen Angenommen, f hat eine Sprungstelle bei xg, etwa bei
o = 0. Dann ist nicht zu erwarten, dass die P, gleichméfig gegen f konvergie-
ren, denn gleichméfige Limites stetiger Funktionen sind wieder stetig. Es wére
allerdings moglich, dass die Konvergenz auf den Teilintervallen des Definitions-
bereichs, auf denen f stetig ist, ,,gut® ist.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) := x, der Wert bei £ soll
gleich Null sein. Skizziert man die Partialsummen, so sieht man, dass sie die
Funktion f auch fiir groBe n in der Ndhe von 0 immer deutlich iiber- bzw.
untertreffen.

D Explizit ist iibrigens Fy, (z) = [sin((n + 1)m/2)/sin(m/2)]2/(n +1).
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Tllustration zum Gibbs-Phidnomen.

Das ist typisch: Es ist immer so, dass in der N&dhe einer Unstetigkeitsstelle xg
auf den Intervallen |xg — ¢, 2o [ und | xg,z¢ + ¢ | die gleichméfiige Konvergenz
auf quantitative Weise verletzt ist. Die P, entfernen sich oszillierend in der Nahe
von zq von f(xy) bzw. f(z{). Sie iiber- bzw. untertreffen f um etwa 9 Prozent.
Das ist das Gibbs-Phdnomen.

3. L?-Konvergenz. Bisher haben wir untersucht, ob die P, punktweise oder
gleichméBig gegen f konvergent sind. Es gibt aber eine Fiille weiterer Konver-
genzbegriffe, hier soll ein Ergebnis zur L?-Konvergenz erwihnt werden. Es gilt:
Ist f:[—m, 7] — R eine L?-Funktion, so konvergieren die P, in der L?>-Norm
gegen die Funktion f.

Damit das eine sinnvolle Aussage ist, muss zunéchst bemerkt werden, dass
f auch eine L'-Funktion ist: Deswegen sind die Fourierkoeffizienten definiert.

Die Aussage selbst folgt schnell aus der Theorie der Hilbertrdume, denn die
Funktionen 1, cos(z), cos(2z), ..., sin(x), sin(2z), ... bilden ein vollstindiges
Orthogonalsystem in L? [—m, 7 ]. (Die Orthogonalititsrelationen wurden schon
ausgenutzt. Die Vollstdndigkeit folgt — z.B. — daraus, dass wir schon gezeigt
haben, dass alle C'-Funktionen dargestellt werden kénnen, und die bilden einen
dichten Unterraum.)

1.3 Historisches

Die Fourieranalysis spielt eine bedeutende Rolle in der historischen Entwicklung
der Mathematik. Hier die wichtigsten Punkte:

e Im 18. Jahrhundert zeigte sich bei der Losung partieller Differentialglei-
chungen, dass es wichtig sein konnte, eine periodische Funktion in eine
Reihe iiber Sinus- und Cosinusterme zu entwickeln (vgl. Abschnitt 1.1).

e Fourier entwickelte dazu in seiner , Théorie de la chaleur* (,, Theorie der
Wéirme*) einen erfolgversprechenden Ansatz. Allerdings war er der Mei-
nung, dass alle Funktionen entwickelbar sind.

Aus heutiger Sicht ist es nicht verwunderlich, dass seine Ergebnisse ge-
genwértigen Strenge-Mafistdben nicht standhalten, denn die grundlegen-
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den Begriffe, die fiir die Theorie wichtig sind (Integral, Konvergenz, Funk-
tion) waren noch nicht prizise eingefiihrt.

Einige Jahrzehnte spéter gab es die ersten belastbaren Ergebnisse von
Dirichlet. Einige haben wir im vorigen Abschnitt kennen gelernt.

Es war sehr verwirrend fiir die Fachwelt, als du Bois-Raymond 1876 be-
wies, dass es stetige Funktionen f gibt, fiir die die Fourierreihen-Partial-
summen an manchen Stellen nicht gegen f konvergieren.

Georg Cantor ging von einem Problem aus der Theorie der Fourierreihen
aus, als er seine Mengenlehre entwickelte. (Genauer: 1869 bewies er einen
Eindeutigkeitssatz, er zeigte, dass aus

0=ap+ Z(an cos(nz) + by, sin(nz))

n

fiir alle x folgt, dass alle a,, b,, verschwinden; im Fall gleichméfiger Kon-
vergenz ist das klar. Kann man das auch zeigen, wenn die Reihe nicht fiir
alle z Null ist? Wie grofl kann die ,, Ausnahmemenge* sein?)

Der weitestgehende sinnvolle Ansatz, Fourierreihen zu untersuchen, sind
doch sicher L'-Funktionen, denn dafiir lassen sich die P, definieren. Kon-
vergieren sie gegen die Funktion? Dazu gibt es zwei wichtige Ergebnisse:

— Kolmogoroff zeigte durch ein Gegenbeispiel 1926, dass es L!'-Funk-
tionen gibt, bei denen punktweise Konvergenz an keiner Stelle vor-
liegt.

— Das Carleson-Hunt-Theorem (1966) besagt, dass bessere Integrabi-
litdtsbedingungen fast sichere Konvergenz erzwingen. Genauer: Ist
f so, dass f € LP[—m, 7] fiir ein p > 1, so gibt es eine Lebesgue-
Nullmenge N in [ —m, 7], derart dass fiir ¢ ¢ N die P, (z) punktweise
gegen f(x) konvergieren.

Die wichtigste Person in diesem Zusammenhang ist sicher Fourier.
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Er hatte ein bemerkenswert interessantes und abwechslungsreiches Leben (was
gar nicht so untypisch fiir die Zeit wihrend und nach der franzosischen Revolu-
tion war). Hier die wichtigsten Stationen:

e Lebensdaten: 1768 bis 1830.

Mit Napoleon in Agyptﬂen: Archiologische Bestandsaufnahme. (Daher ist
sein Name auch unter Agyptologen immer noch bekannt.)

e Prifekt in Grenoble.

Direktor des statistischen Biiros in Paris.

Mitglied der Akademie der Wissenschaften.

1.4 Fouriertransformation

Wir wollen nun entsprechende Ergebnisse fiir Funktionen herleiten, die auf R
definiert sind.

’ Erste Definitionen und Ergebnisse ‘

Diesmal betrachten wir gleich die komplexe Variante.

Definition 1.4.1. Es sei f : R — C integrabel. Fir a € R definieren wir
f@)= [t da,

und unter F(f) : R — C verstehen wir die Funktion o — \/%f(a) Sie heifit
die Fouriertransformation von f.

Dabei ist die Normalisierung mit \/% willkiirlich. In der Literatur findet

man die Definition auch mit den Faktoren 1 oder %

Es handelt sich also um eine Abbildung, die einer Funktion eine Funktion
zuordnet. Eine ihrer wichtigsten Eigenschaften ist die Tatsache, dass sie — wie
die Laplacetransformation — Differentiationsprobleme in algebraische Probleme
verwandelt. (Die Laplacetransformation wird in meinem Buch zur Analysis 2
besprochen.)

Zunéchst stellen wir einige leicht nachzupriifende Eigenschaften zusammen:

Lemma 1.4.2. (i) F ist eine lineare Abbildung.

(ii) F(f) ist stets eine stetige beschrinkte Funktion. Genauer gilt ||F(f)|lco <
[|£]l1. Es folgt, dass F stetig ist, wenn man den Urbildraum mit der L'-Norm
und den Bildraum mat der L°°-Norm versieht.

(iii) (Translationen) Sei h € R. Wir definieren fy durch x — f(x + h). Dann

ist fu() = (f(a))e .
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(iv) (Umskalierungen) Sei r € R\ {0}. Definiere fu. durch x — f(rx). Dann

gilt
~ 1 -/«
Futer = 5(3).

Es folgt: Mit f ist auch F(f) symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch.
(v) Fir f,g € L'R gilt [, f(x)g(x)dz = [, f(z)§(z)dz.

Fiir grofle o ist e*** eine stark oszillierende Funktion. Deswegen ist zu erwarten,
dass es auch hier ein Riemann-Lebesgue-Lemma gibt:

Lemma 1.4.3. f(a) — 0 fir |a] — co.

Beweis: Sei g eine stetig differenzierbare Funktion, die auflerhalb eines Inter-
valls [—R, R] verschwindet. Mit partieller Integration folgt die Aussage fiir g.
Beachte noch, dass die Menge dieser g in L! (R) dicht liegt.

(Alternativer Beweis: Die Aussage ist klar, wenn g charakteristische Funktion ei-
nes Intervalls ist, und die Linearkombinationen solcher Funktionen liegen dicht. )0

1. Ist f die charakteristische Funktion von [—1,1], so ist f(a) = 2(sina)/av.
Man beachte, dass das keine L'-Funktion ist.

2. Sei f(x) =1 —|z| fiir |z] <1 und sonst gleich Null. Dann ist

3. Setze f(z) = eI, Dann ist f(a) =2/(1 + o?).

4. Fur f(z) = e~ /2 it fla) = 2me~°"/2. Die Funktion f ist also eine
Eigenfunktion der Fouriertransformation.

’ Fouriertransformation und Differenzierbarkeit ‘

Diese Frage hat zwei Aspekte: Was weil man, wenn f differenzierbar ist, und
was lésst sich iiber die Differenzierbarkeit von F f sagen?

Satz 1.4.4. f € L' sei so, dass auch © — zf(x) zum L' gehért. Dann ist
Ff differenzierbar und es gilt (f)'(o) = [ iz f(x)e'* dz. Anders ausgedriickt:

Definiert man g(zx) :=ixf(x), so ist (f) (a) = g(a).

Satz 1.4.5. f sei stetig differenzierbar, und f und f" sollen zum L' gehoren.
Dann gilt f'(a) = —iaf(a).
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Analoge Ergebnisse lassen sich zeigen, wenn es um hoéhere Ableitungen geht.

Es gibt eine interessante Folgerung. Angenommen, f ist k-mal stetig diffe-
renzierbar und die Funktionen f, f’,..., f*) sind integrabel. Satz 1.4.4 besagt
dann, dass die Fouriertransformation von f(*) gleich (ia)* mal der Fouriertrans-
formation von f ist. Also ist (ic)* f(c) eine beschriinkte Funktion, oder anders
ausgedriickt: f geht mindestens so schnell gegen Null wie ca™". Eine hohe Diffe-
renzierbarkeitsordnung von f bewirkt also schnelles Abfallen der Fouriertrans-
formation im Unendlichen.

FEine Anwendungsstrategie ‘

Die Ergebnisse des vorige Abschnitts begriinden die Bedeutung der Four-
transformation beim Lodsen von linearen gewohnlichen Differentialgleichungen.
Hier ein Beispiel:

e Mal angenommen, wir wollen die Differentialgleichung 4y""’ —3y" +4y'+y =
g losen, wobei ¢ eine geniigend glatte L'-Funktion ist.

e Wendet man darauf die Fouriertransformation an, so ergibt sich eine Glei-
chung des Typs ,,Polynom in a mal F(y) gleich F(g)“. Damit ist F(y)
bekannt, und nun muss man ,nur“ noch y aus F(y) rekonstruieren. Dieses
Problem greifen wir im néchsten Unterabschnitt auf.

Wir fassen zusammen: Mit Hilfe der Fouriertransformation kann man
Differentialgleichungsprobleme in Probleme der linearen Algebra trans-
formieren.

Die Inversionsformel ‘

Wie rekonstruiert man f aus F(f)? Im Allgemeinen ist F(f) nicht integrier-
bar, deswegen kann es keine Integralformel geben, in der des Standard-Integral
auftaucht. Wir werden jedoch sehen, dass fiir ,,verniinftige“ f gilt:

1 * 2 —ix
f@) =5 [ Fleda.
a —0o0
Das ist die Fourier-Inversionsformel?).

_ Die Prézisierung ist etwas komplizierter. Wir fixieren f € L', konstruieren
f und betrachten fiir jedes R > 0 und « € R das Integral

R
Sg(x) = %/_R fl@)e™ ™ da.

2)Die Formel kann man auch als

1 i —ia
1@ = <= [ Flee da

V2m
schreiben. Damit taucht beide Male (Transformation und Inverse) der gleiche Faktor 1/+/27
auf. Manche Autoren wihlen andere Faktoren, das Produkt ist aber immer 1/2x.



18 KAPITEL 1. KLASSISCHE FOURIERANALYSE

Wenn eine Funktion g integrabel ist, gilt sicher limp oo fng(a) da =
Jg 9(@) da, aber der Limes kann auch fiir nicht-integrable Funktionen (wie etwa
1/a) existieren.

Wir wollen untersuchen, wann die Sg(x) gegen f(z) konvergieren. Falls f
integrabel ist, entspricht das der Fourier-Inversionsformel.

Lemma 1.4.6.

Sr(z) — f(z) = = 9

™

2 /Ow(f(mt) +f@-t) f($)> sin(th) "

Wir wollen Bedingungen dafiir finden, dass Sg(x) — f(z) fiir R — oo gegen
Null geht. Die Situation ist sehr &hnlich zu der entsprechenden in Abschnitt 1.2.
Wieder beweisen wir zwei Ergebnisse.

Satz 1.4.7. Wir verwenden die vorstehenden Bezeichnungen und fizieren ein
x € R. Jede der folgenden Bedingungen impliziert, dass impg Sg(x) = f(x) gilt:

(i) f ist stiickweise stetig und geniigt bei x nach links und nach rechts einer
Lipschitzbedingung.

(ii) [ ist stiickweise stetig, normalisiert und auf einer Umgebung von x von
beschrdnkter Variation.

1.5 Verallgemeinerungen

Die bisher behandelten Ergebnisse zur Fourieranalyse sind in viele Richtungen
verallgemeinert worden. In diesem Abschnitt gibt es einige Stichpunkte dazu.

Der Schwartz-Raum und Distributionen

Die Fouriertransformation hat zwei grofle Nachteile.

e Fiir jede L'-Funktion f auf R kann man die Fouriertransformation defi-
nieren, aber Ff muss nicht zum L' gehoren.

e Fiir die Anwendungen wére es interessant, auch Funktionen behandeln zu
kénnen, die nicht zum L' gehoren.

Ein moglicher Ausweg besteht darin, zu Distributionen iiberzugehen. Dazu
verschafft man sich zunéchst einen Raum von besonders gutartigen Funktionen,
den Schwartz-Raum S. Der besteht aus allen ¢ € C°°R, fiir die alle Ableitungen
im Unendlichen im folgenden Sinn schnell gegen Null gehen: Fiir alle natiirlichen
Zahlen k,1 soll lim, ., 2'¢*)(2) = 0. (Als Beispiel denke man an e*‘”2.)

Dann ist die Fouriertransformation eine Bijektion von & nach S, und die
Inversionsformel gilt fiir alle diese Funktionen. Sie kann auf eine gréfiere Klas-
se von Funktionen erweitert werden. Motiviert wird der Ansatz durch Lemma
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1.4.2(v), danach ist doch
[ Fo@i ds= [ o@)(Fe)@
R R

Um zu verstehen, wie es weitergeht, muss man an die Grundidee der Distri-
butionentheorie erinnern. In dieser Theorie werden Funktionen dadurch verall-
gemeinert, dass sie als Abbildungen auf Rdumen ,sehr gutartiger Funktionen
interpretiert werden. Zum Beispiel wird eine stetige Funktion f : R — R auf-
gefasst als Abbildung ¢ — [ f¢, wobei ¢ alle C°°-Funktionen mit kompaktem
Tréger durchlauft.

Ist f differenzierbar, so folgt mit partieller Integration schnell, dass f o=
— [ f¢', und das motiviert die folgende Definition: Fiir beliebige f soll die Ablei-
tung (im Distributionensinn) die Abbildung ¢ — — [ f¢’ sein. Damit sind alle
stetigen Funktionen (sogar beliebig oft) differenzierbar, die Ableitungen werden
aber nicht immer als Funktionen zu interpretieren sein®.

Zuriick zur Fourieranalyse. Eine temperierte Distribution ist eine lineare Ab-
bildung auf S, die beziiglich einer geeigneten Topologie auf S stetig ist. Beispiele
ergeben sich durch Funktionen f, die ,nicht zu schnell* wachsen: Es soll ein n
geben so dass * — f(x)/(1 + |z|") beschrankt bleibt. Dann erzeugt f eine
temperierte Distribution durch ¢ — [ f¢.

Und alle temperierten Distributionen haben eine Fouriertransformation: Ist
T so eine Distribution, so definiere F T durch ¢ — T(F¢). Lemma 1.4.2.(v) ga-
rantiert dann, dass fiir Funktionen, die eine , klassische* Fouriertransformation
haben, die neue mit der alten Definition vertréglich ist.

Durch diesen Zugang ist sichergestellt, dass so gut wie alle in den Anwendun-
gen wichtigen Funktionen eine Fouriertransformation (im Distributionensinn)
besitzen. Der Nachteil ist allerdings, dass man oft als Losung eines Problems
eine Distribution erhéilt. Wenn man eine klassische Funktion braucht, sind noch
Regularitétsiiberlegungen anzuschliefen.

Die L2-Fouriertransformation ‘

Wie kann man Eigenschaften von L!-Funktionen (wichtig bei der Definition der
Fouriertransformation) mit denen von L?-Funktionen (Methoden der euklidi-
schen Réume verfiighar) kombinieren? Die Losung besteht in einer Anwendung
des Plancherel-Theorems. Es besagt, dass die Abbildung f — Ff auf S (ver-
sehen mit der L2-Norm) eine Isometrie ist. Da L? vollstéindig ist und S dicht
liegt, kann F durch ein Standard-Fortsetzungsargument auf L? fortgesetzt wer-
den. Fiir f € L? ist die L2?-Fouriertransformation definiert als L2-Limes der
Folge (F fn), wobei die (f,,) eine Folge in S mit Limes f sind.

’ Sturm-Liouville- Differentialgleichungen ‘

3)Hier sind viele Feinheiten iibersprungen worden. Besonders aufwindig ist die Préizisierung
der Feinheit, dass Distributionen stetige Abbildungen auf dem Raum der ¢ sein sollen.
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Fourierreihen wurden dadurch motiviert, partielle Differentialgleichungen durch
Betrachtung von Funktionen in getrennten Verédnderlichen zu 16sen. Wichtig
waren dann die nichttrivialen Losungen von y” + Ay = 0, y(£7) = 0. Die
Theorie der Fourierreihen nutzt dann die Tatsache aus, dass es ,,viele“ derartige
Losungen gibt.

In der Sturm-Liouville-Theorie wird das wesentlich verallgemeinert. Da geht
es um die folgende Randwertaufgabe:

Gegeben seien ein Intervall [ a, b], stetige Funktionen p, ¢, 7 : [a,b] —
R (p soll auch stetig differenzierbar sein und es soll r(z) > 0 fiir alle
x gelten) sowie Zahlen a1, ag, 1, B2 mit (a1, as) # (0,0) # (B, B2).

Man definiert Ly := (py’)’ + qy fiir zweimal differenzierbare Funk-
tionen y : [a,b] — R, und gesucht sind Lésungen y des Problems

Ly+ Mr(z)y = 0.
ary(a) + azy'(a)
Bry(b) + B2y (b)

Insbesondere interessieren diejenigen A, fiir die es nichttriviale Losun-
gen gibt. Solche A heiflen Figenwerte.

Das obige Ausgangsproblem ist natiirlich ein einfacher Spezialfall.

Hier die wichtigsten Ansétze und Ergebnisse:

o Auf C|a,b] fithren wir ein inneres Produkt durch

b
(f.g) = / f(@)g(@)r(x) da

ein. Bemerkenswerter Weise fiithrt das auf die Frage, Eigenwerte eines sym-
metrischen Operators zu finden. Hier spielt die merkwiirdige Form von L
eine wichtige Rolle. Damit kann man eine in der Funktionalanalysis entwi-
ckelte Verallgemeinerung des Satzes von der Hauptachsentransformation
anwenden (Spektraltheorie fiir kompakte Operatoren).

e Die Eigenwerte A sind reell und einfach, sie streben gegen unendlich. Ei-
genfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

e Jedes f € C'[a,b] lisst sich in eine Reihe iiber Eigenfunktionen entwickeln.
Das gilt sowohl bzgl. der durch das Skalarprodukt definierten Konvergenz
als auch — bei geniigend glatten Funktionen — fiir die gleichméflige Kon-
vergenz.

Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in Heuser, Gewthnliche Differential-
gleichungen, Kapitel VI.



Kapitel 2

Harmonische Analysis:
Einfithrung

In der abstrakten harmonischen Analysis wird herausgearbeitet, dass Fourier-
reihen und Fouriertransformation eigentlich nur Spezialfiille eines viel allgemei-
neren gruppentheoretischen Ansatzes sind. Dieser Zugang wird in diesem Ka-
pitel duch die Bereitstellung der wichtigsten Definitionen und grundlegenden
Ergebnisse vorbereitet.

Im néchsten Kapitel wird die Theorie dann fiir einige wichtige Klassen von
Gruppen weiterentwickelt.

2.1 Topologische Gruppen

Wir werden uns mit Objekten beschiiftigen, die einerseits eine Gruppenstruktur
tragen und bei denen man gleichzeitig sinnvoll iiber Konvergenz, Stetigkeit von
Funktionen usw. reden kann. Es wére naheliegend, mit Gruppen zu beginnen,
die gleichzeitig eine Topologie tragen.

Man soll das Folgende aber auch verstehen kénnen, wenn man sich nicht mit
topologischen Rdumen auskennt. Deswegen gibt es den folgenden Kompromiss:

Wenn im Folgenden von einem topologischen Raum die Rede ist, darf
man sich einen metrischen Raum darunter vorstellen: Die Theorie
der metrischen Réume wird als bekannt vorausgesetzt.

Das schrinkt die Untersuchungen zwar etwas ein, wirklich wesentliche Klassen
von Gruppen bleiben aber nicht unberiicksichtigt.

Hier die fundamentale
2.1.1 Definition: Es sei (G, o) eine Gruppe, und gleichzeitig sei auf G eine
Topologie T defniert. Wir sprechen von einer topologischen Gruppe, wenn die

Abbildungen (x,y) — x oy (von G x G nach G) und z +— z~! (von G nach G)
stetig sind; dabei ist G x G mit der Produkttopologie zu versehen.
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Erste Bemerkungen und Beispiele:

0. Wir verwenden die iibliche Konvention: Ist G kommutativ, so bezeichnen wir
die innere Komposition mit + und das neutrale Element mit 0; fiir allgemeine
G heifit das neutrale Element e.

1. Es ist leicht zu sehen, dass man die beiden Forderungen auch zusammenfassen
kann: (z,y) — zy~ ' soll stetig sein.

2. Versieht man eine beliebige Gruppe mit der diskreten Topologie/Metrik, so
entsteht eine topologische Gruppe. Gruppen, die hochstens abzihlbar sind, wer-
den wir immer mit der diskreten Topologie versehen. Das gilt insbesondere fiir
die Gruppe (Z,+).

3. Untergruppen sind wieder topologische Gruppen.

4. Der R™ zusammen mit der Addition und der euklidischen Topologie ist eine
topologische Gruppe.

5. (C \ {0}, -) ist eine topologische Gruppe. Eine wichtige Rolle wird die Unter-
gruppe der z mit |z| = 1 spielen.

6. Sei X ein normierter Raum. Dann ist (X, +) in der durch die Norm induzier-
ten Metrik eine topologische Gruppe.

7.Sei G = GL(n,K) die multiplikative Gruppe der invertierbaren nxn-Matrizen
iitber R oder C. G trégt eine natiirliche Topologie, wenn wir G als Teilmenge
des R’ (bzw. des C™) auffassen. G ist eine topologische Gruppe. (Das liegt
daran, dass man Matrizenmultiplikation und das Berechnen der Inversen ex-
plizit durch die Matrixkomponenten ausdriicken kann.) Allgemeiner ldsst sich
zeigen, dass die invertierbaren Operatoren auf einem Banachraum beziiglich der
Operatornorm eine topologische Gruppe bilden.

Die folgenden Untergruppen spielen eine besonders wichtige Rolle:

e SL(n,K): die Matrizen mit Determinante Eins.
e O(n,R),: die reellen orthogonalen Matrizen.

e SO(n,R): dto., aber mit Determinante Eins.

U(n,C): die komplexen unitiren Matrizen.

e SU(n,C): dto, mit Determinante Eins.

8. Ublicherweise macht eine ,natiirliche® Topologie auf einer Gruppe G diese
zu einer topologischen Gruppe. Es ist aber leicht, Topologien zu finden, bei der
die Forderungen aus 2.1.1 verletzt sind. Am Einfachsten ist es, es so einzurich-
ten, dass verschiedene Elemente aus G verschiedene topologische Eigenschaften
haben. Fasse etwa (R, +) auf als disjunkte Vereinigung aus | —oo, 0 [ (natiirliche
Topologie), {0} und ]0, 00 (natiirliche Topologie)"). Dann gilt 1 4+ 1/n — 1,

DMan kann die zugehorige Metrik so definieren: Es ist d(z,y) in der Regel der iibliche
Abstand. Wenn sich z,y allerdings in zwei verschiedenen der drei Anteile befinden und der
tibliche Abstand kleiner als 1 ist, soll er gleich 1 sein.
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und wenn man —1 addiert, sollte 1/n — 0 herauskommen. Das stimmt aber in
diesem metrischen Raum nicht!

Wir werden uns nach und nach davon iiberzeugen, dass topologische Grup-
pen ,iiberall irgendwie gleich“ aussehen. Insbesondere sind die wichtigsten Ei-
genschaften schon in der Nihe des neutralen Elements e abzulesen. Zum Beispiel:

e Kennt man alle Umgebungen von e, so kennt man auch alle Umgebungen
fiir jedes g € G: Man muss die e-Umgebungen nur verschieben.

e F': G — H sei ein Gruppenmorphismus zwischen topologischen Gruppen
G und H . Dann ist F' genau dann stetig, wenn F' bei e stetig ist.

2.2 Das Haarsche Maf3

Sei (G, o) eine topologische Gruppe. Dann sind in natiirlicher Weise die Borel-
mengen in G definiert: Das sind die Elemente in der o-Algebra, die von den
offenen Mengen erzeugt ist. Wir wollen Borelmengen messen, dabei sollen Men-
gen, die durch Translation auseinander hervorgehen, das gleiche Mafl haben.
MaSBe, die das leisten, heilen Haarsche Mafle auf G (Details folgen spéter).

Die richtigen Maje ‘

Sei p ein Maf} auf den Borelmengen von G : Dann heifle y ein Borelmafl. u soll
auch noch vertraglich mit der topologischen Struktur auf G sein:

Definition 2.2.1. Ein Maf$ auf den Borelmengen von G heifit regulir, wenn
gilt:

o Kompakte Teilmengen haben ein endliches Maf.

e Fiir jede Borelmenge B ist u(B) das Supremum der p(K), wenn K alle
kompakten Teilmengen von B durchlduft.

e Fiir jede Borelmenge B ist u(B) das Infimum der p(O), wenn O alle
offenen Obermengen von B durchliuft.

Die iiblicherweise verwendeten Mafle sind regulir (insbesondere zum Beispiel
das Borel-Lebesguemaf auf dem R™), es gibt aber auch nichtregulire Mafle.

’ Maf$e und Funktionale

Seit dem vorigen Jahrhundert ist bekannt, dass es zwei gleichberechtigte Zugdnge
zur Maftheorie gibt:
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e Erstens der Standardzugang, bei dem Mafle den Ausgangspunkt bilden.
Mit Maflen definiert man dann ein Integral f — fG fdu, das ist eine
lineare Abbildung mit gewissen Monotonie- und Stetigkeitseigenschaften.

e Zweitens kann man das auch umkehren. Ist L ein lokalkompakter Raum
und I : CopoL — R eine monotone lineare Abbildung, so kann man ein (ein-
deutig bestimmtes) reguléres Borelma$l 1 so finden, dass I(f) = [, fdu
fiir alle f gilt; dabei bezeichnet Cyo(L) die stetigen Funktionen mit kom-
paktem Tréger.

In der Funktionalanalysis wird die Tatsache, dass beide Zugéinge gleichwertig
sind, der Satz von Riesz genannt.

Um mit solchen Maflen zu arbeiten, braucht man ,viele kompakte Umge-
bungen“. Damit werden im Folgenden einige der in den Beispielen genannten
Gruppen nicht weiter behandelt werden kénnen. Zum Beispiel hat ein unendlich
dimensionaler normierter Raum iiberhaupt keine kompakten Nullumgebungen.

’ Das Haarmaf3? ‘

Definition 2.2.2. Es sei (G, 0) eine lokalkompakte topologische Gruppe und p
ein requldres Borelmafl auf G.

(i) Es heifft ein rechtes Haarmafl, wenn es nichitrivial ist und wenn gilt: Fir
jede Borelmenge B und jedes g € G gilt u(B) = u(By); dabei bezeichnet By die
Menge {hog | h € B}.

(ii) Linke Haarmafle werden analog definiert. Da soll u(B) = u(yB) gelten,
wobei B :={goh|h € B}.

(1ii) Eine lineare positive Abbildung H : Coo(G) — R heifit rechtes Haarintegral,
wenn stets H(fy) = H(f) gilt; dabei ist f, durch h— f(ho g) definiert.

(iv) Linke Haarintegrale werden analog definiert: f und ,f (das ist die Abbildung
h i+ f(goh)) haben den gleichen Wert.

Stillschweigend wurde in dieser Definition ausgenutzt, dass Translationen
von Borelmengen wieder Borelmengen sind. Das ist mit den iiblichen Techniken
(siehe etwa Abschnitt 1.5 in meinem Buch ,Elementare Stochastik“) leicht zu
beweisen: Die Stetigkeit von h — go h und h +— h o g spielt dabei eine wich-
tige Rolle. Auch muss bemerkt werden, dass mit f auch f; und ,f zu Coo(G)
gehoren. Im Folgenden kann auf solche Feinheiten nur ausnahmsweise eingegan-
gen werden.

1. Ist (G, o) diskret topologisiert, so ist das zihlende Maf} ein linkes und ein
rechtes Haarma$. Positive Vielfache von einem Haarmaf sind wieder Haarmaf.
Um wenigstens in Spezialfillen zu erreichen, dass das Haarmafl eindeutig be-
stimmt ist, vereinbart man meist, dass G Maf§ Eins hat, wenn G kompakt ist. Im
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vorliegenden Fall heifit das, dass man im Fall endlicher G das durch die Anzahl
der Elemente von G geteilte zdhlende Maf} als das Haarmafl betrachtet.
2. Auf dem (K™, +) ist das Lebesguemaf} linkes und rechtes Haarmafl. Allge-
mein gilt offensichtlich, dass ,links* und ,rechts“ fiir kommutative Gruppen
zusammenfallen.
3. Sei (T',-) die multiplikative Gruppe der z € C mit |z| = 1. Das durch 27
geteilte eindimensionale Lebesguemaf ist Haarmaf3.
4. Nun wird ein allgemeines Verfahren zur Erzeugung von Haarmaflen beschrie-
ben, das auf dem Transformationssatz fiir Integrale beruht (siehe z.B. Behrends,
»Elementare Stochastik“, Anhang zur Analysis).

Sei dazu (G, o) eine topologische Gruppe, die topologisch als offene Teil-
menge eines R™ aufgefasst werden kann. Links- und Rechtsmultiplikation sollen
differenzierbare Abbildungen sein, wobei noch gilt:

e Die Jacobideterminante der Abbildung h +— g o h hingt — bei beliebigen
ho — nur von g ab; wir bezeichnen sie mit A,.

e Die Jacobideterminante der Abbildung h + h o g hingt — bei beliebigen
ho — nur von g ab; wir bezeichnen sie mit p.

Dann gilt:

o B [5(1/|Az]) dx ist ein linkes Haarmafl auf G.
Aquivalent: f Jo(f(2)/|Ae|) ist linkes Haarintegral.

o B [5(1/|ps]) dx ist ein rechtes Haarma8 auf G.
Aquivalent: f Jo (f(x)/]pz] dz) ist rechtes Haarintegral.

Es handelt sich dabei nur um eine Anwendung des Transformationssatzes. Hier
einige Spezialfille:

4a) Betrachte G = (R \ {0},-). Es ist A\, = p, = , und folglich ist

o [,
a |zl

Links- und Rechts-Haarintegral. Qualitativ heiflt das, dass die Linge anders als

in R gemessen wird. In der Néhe der 0 wird sie gestreckt, und ,,weit drauflen®

wird sie gestaucht.

4b) Wir fassen (C \ {0}, -) als offene Teilmenge des R? auf. Die C-Multiplikation

mit einem (z,y) hat bei (z/,') die Jacobideterminante 2% +y?, und wir erhalten

das Haarintegral

f z + iy)

'f 2+2

4c) Auf GL(n,R) ist

1A

I | Taer(ay
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ein Links- und Rechts-Haarintegral; integriert wird bzgl. des Lebesguemafes auf
dem R™.

FErxistenz

Wir wollen nun zeigen, dass Haarmafle auf lokalkompakten Gruppen stets exis-
tieren. Wir konzentrieren uns auf den Fall von linken Haarmaflen, fiir rechte
kann analog argumentiert werden.

Sei also (G, o) eine lokalkompakte Gruppe. In der Funktionalformulierung
kann das Problem wie folgt umgeschrieben werden:

Cio(G) bezeichne die nichtnegativen Funktionen in Cyo(G). Finde
eine nichttriviale Abbildung H : Cgy(G) — [0,00 [ mit folgenden
Eigenschaften:

o H(f+g)=Hf+ Hy:
e H(af)=aHf fur alle a > 0.
e H(,f)=Hf fiir alle g, f.

So ein H kann durch H(f — g) := Hf — hg leicht zu einer linearen
Abbildung auf CyoG fortgesetzt werden, und wegen der Aquivalenz
Mafle — Integrale ist damit ein linkes Haarmaf} gefunden.

Es ist alles andere als offensichtlich, wie so etwas zu konstruieren ist. Die
Idee soll am Beispiel (R, +) motiviert werden: Wie kénnen wir das Lebesgue-
maf} konstruieren, wobei nur die Topologie und die Gruppenstruktur ausgenutzt
werden diirfen? Man kann so vorgehen:

e Fixiere eine , Eichfunktion® f, € CyR : Die soll spiter Integral Eins ha-
ben.

e Wihle eine ,stark bei 0 konzentrierte* Funktion ¢ € C(;BR. Der Einfach-
heit halber wollen wir uns ¢ als charakteristische Funktion von [—¢,¢]
vorstellen.

e Wenn wir dann ein Haarintegral hétten, so konnten wir fo gut durch
eine Funktion des Typs >_" ¢;(y,%) approximieren, und deswegen miisste

= i

H(fo) etwa gleich (3", ¢;) H () sein.

Fiir beliebiges f mache man es ebenso: Hf ~ (Zj dj)H(w), wobei die
Funktion Z;n:1 dj(y;v) eine gute Approximation an f ist.

Und zusammen heifit das (weil ja H(fo) = 1 gelten soll), dass H f nihe-
rungsweise (3, d;)/(3°; ¢i) sein sollte.

e Das ist eine Grofle, die man nur durch Translationen und Approximatio-
nen ausrechnen kann. Leider wird sie nicht exakt linear von f abhingen.
Die Linearitdt wird aber immer besser, je stirker ¢ bei Null konzentriert
ist, und deswegen muss die Konstruktion noch mit einem Limesprozess
kombiniert werden.
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Mit dieser Strategie — sie stammt von A. Weil — wird es allgemein klappen. Hier
sind die wichtigsten Schritte der Konstruktion.

1. Schritt: Fixiere fo,1) € Cfy(G). Spiter soll fy Integral Eins haben, und
man sollte sich vorstellen, dass 1 bei e stark konzentriert ist. Genauer soll das
bedeuten, dass wir das folgende Verfahren mit verschiedenen 1) durchfithren
werden, und im k-ten Durchlauf soll ¢ seinen Triger in Uy haben, wo U; D
Us; D -+ eine Basis der Umgebungen von e ist. Im metrischen Fall etwa konnte
der Triiger von 1 in der Kugel um e mit dem Radius 1/n enthalten sein.

Wir definieren dann, fiir f € Cqy(G), die Zahl (f : 9) als das Infimum der Zahlen
> i, ¢i, wobei die ¢; nichtnegativ sind und g; existieren mit Y .-, ¢;(g, %) > f}.
Man muss sich natiirlich vergewissern, dass das wohldefiniert ist. Man beweist
dann:

o |If]] < ( : ¥)||¥|| (dabei bezeichnet || - || die Supremumsnorm).
o (of 1) =(f:4¢¥) =(f: ) fir alle g.
o (af 1) =alf : ) fiiv a > 0.
o (it fer) S (fr:d))+(f2:9).
o (fr)<(f:0)(d:1))
Unser Kandidat fiir eine Approximation an das Haarintegral ist dann
)

Damit ist klar:

Iy (g f) = 1y (f).

o I(af) = alyy, fiir a > 0.

Aus fi < fo folgt Iy (f1) < Iy(f2).
Iy (fr 4 f2) < Ty (fr) + Ty (f2)
Iy(fo) =1

1
(fo:f)

< Iy(f) < (f: fo)-

Es ist dann fundamental, dass I, beinahe linear ist, wenn der Tréger von 1)
klein genug ist. Genauer:

e Fiir alle € > 0 und alle f1, fo existiert eine Nullumgebung U von e mit der
folgenden Eigenschaft: Wenn der Tréger von ¢ in U enthalten ist, dann

gilt Iy (f1 + f2) > Ly (f1) + Ly (f2) — €.
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2. Schritt: Nun wihlen wir eine Basis der e-Umgebungen U; D Us D --- und
Funktionen 1, mit Trager in U,,. Der Schluss des Beweises lduft im Wesentlichen
darauf hinaus zu zeigen, dass man I(f) als Grenzwert der I, (f) definieren kann.
Nach Konstruktion ist das ein Haarintegral.

FEindeutigkeit

Haar-Mafle sind im Wesentlichen eindeutig bestimmt. Es gilt:

Satz 2.2.3. Es sei (G,o0) eine lokalkompakte Gruppe, und I, Is seien links-
Haar-Integrale. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit Iy = cI; . Fin analoges Ergebnis gilt
fiir Rechts-Haarintegrale.

Beweis: Alle Funktionen werden in Cg(G) sein. Wenn sie nichttrivial sind, ist
jedes Haar-Integral dann strikt positiv.

1. Fixiere so ein f und definiere Vy : G — R* durch g — Ly(fy)/11(f). Vy ist
stetig und strikt positiv.

2. Behauptung: Fiir jede Funktion h € Cgy(G) gilt

Ir(h) = I1(Vh);

dabei ist h(g) := h(g™1).

Beweis dazu: Definiere I, durch f — Ir( f) Das ist ein Rechts-Haarintegral.
11, b2, fi2 seien die zu Iy, Io, fg gehorigen Mafle auf G. In den folgenden Umfor-
mungen nutzen wir (neben dem Satz von Fubini) aus:

e Die Definition von g und fisa.
e Die Rechtsinvarianz von fia.
e Die Linksinvarianz von p;.

e Die Definition von fis.

Die Definition von V¢

BN = [ [ @he) di ) din()

/ . f(9)h(g'g) diiz(g") dpa(g)
//sz((g’)’lg)h(g) dpa(g) diz(g')
[ #) [ 1)) diate) (o)
G G

/ h(g) / f(g'9)dpa(g") dua(g)

G G

/G h(g)Is(f,) dui(g)
L(f)I1(hV ).
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Nun muss man nur noch I (f) kiirzen.

3. Es folgt, dass V nicht von f abhéngt, d.h. es existiert eine stetige Funktion
V, so dass I>(fy) = V(g)L1(f) fir alle f gilt. Auswertung bei g = e ergibt die
Behauptung. O

Die Modularfunktion ‘

Und wie hingen Links- und Rechts-Haarintegrale zusammen? Das kldrt der
folgende

Satz 2.2.4. Sei (G, 0) eine lokalkompakte Gruppe. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten stetigen Gruppenhomomorphismus Ag : G — (RT\ {0}, +) mat der
folgenden FEigenschaft.

o Ist I : Coo(G) — R ein Links-Haarintegral, so ist f — I(f/Ag) ein
Rechts-Haarintegral und umgekehrt.

A¢g heifit die Modularfunktion von G, und G heif$t unimodular, wenn Ag =1
gilt.

Beweis: [ sei ein beliebiges Links-Haarintegral.

1. Fixiere f und definiere Ag : G — R durch g — I(f,-1)/I(f).

2. Die Definition héingt nicht von f ab. (Nutze dazu aus, dass f +— I(fgo—l) ein
Links-Haarintegral ist.)

3. Ag ist stetig.

4. Ag ist ein Gruppenhomomorphismus.

5. Es gilt I(f) = I(f/Ag) fiir alle f.

6. I(f) =I(f/A¢) fiir alle f. Damit fehlt noch die Eindeutigkeit.

7. Ag ist eindeutig bestimmt. (A sei ein weiterer Kandidat. Nutze aus, dass
f—=I(f/A), I(f/Ag) Rechts-Haarintegrale sind.) O

Satz 2.2.5. Kompakte (insbesondere endliche) Gruppen sind unimodular.

Beweis: Ag(G) ist eine kompakte Untergruppe von (R7,-). Es gibt aber nur
eine, niamlich {1}. Fertig!®) O

Bemerkung: Das obige Beispiel 4c zeigt, dass auch ,,komplizierte“ Gruppen uni-
modular sein kénnen. Hier ein Beispiel fiir eine nicht-unimodulare Gruppe:

Sei G die Menge aller (x,y) mit reellen z,y und x # 0. Das Produkt
sei so erklart:
(z,y)(u,v) = (zu, 20 + ).

(Das ist die gewohnliche Matrizenmultiplikation, wenn man die (z, y)

mit Matrizen ( g ij > identifiziert.) Hier ist Ag(z,y) = 1/|z|.

3)Das ist nach Meinung des Dozenten einer der elegantesten Beweise der Mathematik.
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’Faltungen und die Gruppenalgebm‘

(G, o) sei eine lokalkompakte Gruppe, und p sei ein linkes Haarmaf}. Fiir f, h €
LY(G, p) erkliren wir dann die Faltung f * h und die Involution f* durch

o (f*h)(g) = Jg F(@N(F"g) du(3)-

o f*(9):==f(g™h).

Damit wird der L'(G) zu einer Banach-Algebra mit Involution: Das ist die
zu G gehorige Gruppenalgebra. Sie spielt eine wichtige Rolle, wenn man funk-
tionalanalytische Techniken und Konzepte anwenden mdochte.

2.3 Darstellungen und Charaktere

Eine Gruppe ist ein abstraktes Gebilde. Wenn man — zum Beispiel — Symme-
trien untersuchen mdochte, muss man die Gruppe durch eine Gruppe von Ab-
bildungen , konkret* darstellen. Die Darstellungstheorie topologischer Gruppen
untersucht, auf welche Weise das moglich ist. Die Fragestellung ist deswegen
fundamental wichtig, weil man natiirlich wissen mochte, wie sich eine abstrakte
Gruppe ,,konkretisieren* kann.

Das Thema ,,Symmetrie“ kann auf diese Weise auch einheitlich behandelt
werden. Ist eine Gruppe durch gewisse Abbildungen ,,dargestellt”, so wird man
ein Element des zugehorigen Raumes symmetrisch nennen, wenn es unter allen
diesen Abbildungen invariant ist. Hier einige Beispiele:

e Es soll ein mechanisches System untersucht werden, bei dem m Massen-
punkte eine Rolle spielen. Es kann durch m Funktionen y1,...,y,, be-
schrieben werden. Sind die Punkte nicht unterscheidbar, So gibt wird die
Permutationsgruppe iiber m Elementen als Symmetriegruppe auftreten.
Sie wird durch Vertauschung der entsprechenden Funktionen dargestellt.
(Als Beispiel denke man an ein Doppelpendel.)

e Ist y : R — R eine Losung von ™ + a, 1y Y + -+ + a9/ + agy = 0,
so auch t — y(t + to) fir jedes to. Das gibt in natiirlicher Weise An-
lass zu einer Darstellung von (R, +) im Losungsraum dieser homogenen
Differentialgleichung.

Darstellungen (Deﬁnitionen}‘

Hier die Definition fiir beliebige Gruppen:

Definition 2.3.1. Es sei (G, 0) eine Gruppe und V' ein Vektorraum. Eine Dar-
stellung von G iiber V ist dann ein Gruppenhomomorphismus 7 : G — [V]iso,
wobei [V]iso die Isomorphismen (also die bijektiven linearen Abbildungen) von
V' nach V bezeichnet.
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Das ist fiir unsere Zwecke zu allgemein. Wir benétigen eine Definition, die
die Topologie von G beriicksichtigt und die ,, geometrischer® ist:

Definition 2.3.2. Fs sei (G, o) eine topologische Gruppe®) und H ein komplezer
Hilbertraum® Wir bezeichnen mit U(H) die Menge der unitiren Abbildungen
auf H, das sind die linearen T : H — H mit TT* =T*T = Id.

(i) Fine unitire Darstellung von G iiber H ist dann ein Gruppenhomomorphis-
mus von G nach U(H), fir den g — (w(g))(z) fir jedes x € H eine stetige
Abbildung von G nach H ist.

(i) Ist H eindimensional, so entsprechen die unitiren T gerade den z mit
|z| = 1. Deswegen konnen unitire Darstellungen in diesem Fall mit den ste-
tigen Gruppenhomomorphismen x : G — ' identifiziert werden; dabei steht T’
fiir die multiplikative Gruppe der z € C mit |z| = 1. Solche x heiffen Charaktere
von G.

Wir werden uns im Folgenden mit den folgenden Problemen beschiftigen, um
die Frage , Wie kann eine Gruppe wirken?“ zu beantworten:

e Wann sind zwei Darstellungen als ,,im Wesentlichen gleich® anzusehen?

e Was sind die ,einfachsten“ Darstellungen, und kann man alle Darstellun-
gen aus enfachen zusammensetzen?

e Gibt es ,geniigend viele“ Darstellungen?

Beispiele:
0. Ist w(g) = Id fiir alle g, so spricht man von der trivialen Darstellung

1. Charaktere spielen — besonders im Fall kommutativer G — eine wichtige Rolle.

Hier einige Beispiele fiir Charaktere

la. Zunichst betrachten wir die Gruppe I' (die iibrigens isomorph
zur Gruppe [—m, 7] ist, wenn wir sie mit der Addition modulo 27
versehen). Es gilt: Charaktere sind genau die Abbildungen z +— 2",
wobei n € Z.

1b. Nur untersuchen wir (Z,+) mit der diskreten Topologie. Hier
gilt: x ist genau dann Cahrakter, wenn y von der Form n — z" fiir
ein geeignetes z € I ist. (Das ist leicht einzusehen: Setze z := x(1).)

1c. Auf der Gruppe (Z,,-) sind genau die Abbildungen k + z* die
Charaktere, wobei z 1= 2™/,

4)Fast immer werden wir uns auf lokalkompakte Gruppen konzentrieren.

5)Das ist ein C-Vektorraum, der mit einem Skalarprodukt (+,-) versehen ist und beziiglich
der davon induzierten Norm vollstdndig ist. Zum Kennenlernen kann man an den C"” mit dem
Skalarpodukt 3~ ;5 denken.
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1d. Die Charaktere auf (R, +) sehen so aus: Es sind die Abbildungen
x> Y% mit y € R.

le. Die Abbildung, die einer Permutation das Signum dieser Per-
mutation in {—1, 1} zuordnet, ist ein Charakter auf der Gruppe der
Permutationen in n Elementen.

Die Menge der Charaktere ist offensichtlich wieder eine abelsche Gruppe bzgl.
der punktweisen Multiplikation. Sie wird mit G bezeichnet, man spricht von der
dualen Gruppe. Versieht man G mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf Kompakta, so ergibt sich wieder eine topologische Gruppe.

2. (G sei lokalkompakt, und p sei ein linkes Haarmaf. Die linksreguldre Darstel-
lung ist dann wie folgt definiert:

e Der Hilbertraum ist der komplexe L?(G), ).
e Fiir g € G ist w(g) durch 7(g)(f) := 41 f erklart.

Das ist eine unitére Darstellung; dabei ist es wichtig, dass p linksinvariant ist.

Aquivalente Darstellungen ‘

Wann sind zwei Darstellungen im Wesentlichen gleich? Sicher dann, wenn die
zugrunde liegenden Hilbertrdume isomorph sind und die m(g) modulo dieser
Isomorphie gleich sind. Genauer:

Definition 2.3.3. (71, Hy) und (w2, Ha) seien unitdre Darstellungen von (G, o).
m, o heiflen dquivalent, wenn es einen Hilbertraumisomorphismus V : Hy —
H, so gibt, dass ma(g) oV =V om(g) fiir alle g gilt.

Insbesondere ist fiir jede unitére Darstellung (7, H) und jede unitire Abbil-
dung V : H — H die Darstellung g — V7 (g)V ! zu 7 dquivalent.

’ Konstruktion weiterer Darstellungen‘

Zwei Methoden, aus schon bekannten Darstellungen eine neue zu gewinnen,
spielen eine wichtige Rolle.

Methode 1: Produkte:(m1, H1) und (mwa, H2) seien unitdre Darstellungen von
(G,0). Wir definieren einen Hilbertraum H als Produkt-Hilbertraum H; x Ho
und eine Darstellung 7 durch g — m1(g) x m2(g). Das ist, wie leicht zu sehen,
wieder eine unitére Darstellung, die Produktdarstellung.

Methode 2: Einschrinkungen: (7, H) sei eine unitire Darstellung von G, und
L C H sei ein invarianter Unterraum: fiir alle g bildet 7(g) diesen Unterraum
auf sich ab. Definiert man dann (7, L) durch g — 7(g)| 1, so ist das wieder eine
unitédre Darstellung.

Irreduzibiltat
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Eine Darstellung heifit irreduzibel, wenn sie nicht aus einfacheren Darstellungen
zusammengesetzt ist® . Hier die prizisere

Definition 2.3.4. (w,G) heifit irreduzibel, wenn es nicht mdglich ist, Dar-
stellungen (w1, Hy), (ma, Ha) mit Hy # {0} # Hs zu finden, so dass (m,H)
dquivalent zur Summe dieser Darstellungen ist.

Das ist sicher eine wichtige Definition. Sie ist aber recht unhandlich, und

deswegen ist es gut zu wissen, dass man Irreduzibilitdt besser charakterisieren
kann:

Satz 2.3.5. (Schursches Lemma) Die folgenden Aussagen sind fir eine unitdre
Darstellung dquivalent:

(i) (m, H) ist irreduzibel.
(ii) In H gibt es keine nichttrivialen invarianten Unterrdume.

(1ii) Ist T : H — H linear und stetig und gilt T ow(g) = n(g) o T, so ist T ein
Vielfaches der Identitit. Kurz: Der Kommutator der Menge 7(G) ist trivial.

Beweis: (i)= (ii): Sei H' C H ein invarianter Unterraum. Wir wollen zeigen,
dass L trivial (also gleich {0} oder H) ist. In einem ersten Schritt zeigt man,
dass auch L' invariant ist: Das folgt daraus, dass die 7(g) unitér sind. Wire nun
L nicht trivial, so wiirde man 7 als nichttriviale Summe der Einschrinkungen
von 7 auf L und L+ darstellen kénnen. Widerspruch.

(ii)=- (iii): Dieser Beweisteil ist schwieriger. Wir definieren R als den Kommuta-
tor von 7(G), also als die Gesamtheit der T', die mit allen 7(g) kommutieren. Es
ist leicht zu sehen, dass R eine unter der punktweisen Konvergenz abgeschlos-
senen Unteralgebra mit Einheit der Gesamtheit aller linear stetigen T': H — H
ist und dass mit jedem 7" auch 7™ in R liegt.

Schritt 1: Wenn P eine orthogonale Projektion in R ist (also P = P* = P?), so
ist P € {0,Id}.

Beweis dazu: Sei L der Bildraum von P. Dann ist L ein invarianter Unterraum,
also L € {{0}, H} nach Voraussetzung. Fertig.

Schritt 2: Wenn alle Projektionen in R trivial sind, so sind alle T' € R trivial.
Beweis dazu: Da mit T auch T* in R liegt, diirfen wir annehmen, dass T = T*
gilt. Wir konzentrieren uns zunéchst auf den Fall endlich-dimensisonaler H,
denken also etwa an den C™.

Sei A eine selbstadjungierte Matrix. Wir konnen sie als Diagonalmatrix mit
reellen Eintriigen schreiben. Durch (vorldufigen) Ubergang von A zu B := A +
rId mit einem ,grofflen“ r diirfen wir annehmen, dass alle Eigenwerte positiv
sind. Wir sortieren sie der Grofle nach: 0 < Ay < --- < Ag. Die Matrix B/
ist diagonal, die letzten Eintrége sind 1, die anderen liegen zwischen 0 und 1.
Folglich konvergieren die Potenzen gegen eine Projektion Py, sie projiziert auf
den Unterraum, der zu den Einsen gehort.

6)Ein etwas gewagter Vergleich: Wenn Darstellungen Zahlen ensprechen, so entsprechen die
irreduziblern Darstellungen gerade den Primzahlen.
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Es folgt: Py liegt auch in R, und B — A\ P, hat da, wo eben noch die \j
standen, nur noch Nullen. So setzen wir das Verfahren fort, am Ende haben wir
Pi,..., Py mit B= X\ P; + -\ Px gefunden, wo alle P, in R liegen. Es ist

A=B—-rld=MP + -\ P, — rld,

dabei sind nach dem ersten Schritt alle P, trivial. Damit ist A ein Vielfaches
der Identitét.

Der Beweis im allgemeinen Fall ist im Wesentlichen genauso, setzt allerdings
viel Funktionalanalysis voraus. Wesentlich ist hier, dass in einer punktweise
abgegeschlossenen selbstadjungierten Unteralgebra mit Einheit der Operatoren
auf H (das sind die so genannten von-Neumann-Algebren) jeder selbstadjun-
gierte Operator als Integral iiber geegnete Projektionen, die in dieser Algebra
liegen, dargestellt werden kann: Das ist der Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren, er wird hier auf den Kommutator angewendet.

(iil)= (i): Ist (w, H) nicht irreduzibel, so kénnen wir nach geeigneter Iden-
tifizierung annehmen, dass H als L x L+ mit invarianten und nichttrivialen
Unterrdumen L, L+ geschrieben werden kann. Dann ist aber die Projektion auf
L ein Element im Kommutator, das nicht von der Form AId ist. O



Kapitel 3

Darstellungstheorie
spezieller Gruppen

Wir werden nun die bisherigen Uberlegungen fiir einige ausgewihlte Klassen von
Gruppen vertiefen. Es fangt sehr elementar mit endlichen abelschen Gruppen an.
Dieser Abschnitt wurde deswegen aufgenommen, weil viele wichtige Ideen schon
an dieser einfachen Situation erklidrt werden konnen. Nach und nach werden wir
uns dann immer kompliziertere Situationen vornehmen.

3.1 Endliche abelsche Gruppen

In diesem Abschnitt ist G eine endliche abelsche Gruppe. Da sie abelsch ist,
schreiben wir die innere Komposition als + und das neutrale Element als 0.
(Standardbeispiele sind die Z,, und endliche Produkte dieser Gruppen, und in
der Algebra beweist man, dass jede endliche abelsche Gruppe diese Form hat.)

Sei zunéchst G zyklisch, also G = {0, a,2a, ..., (n—1)a} fiir geeignete n und
a. Ist x Charakter, so ist x durch den Wert x(1) eindeutig bestimmt, und das
muss eine n-te Einheitswurzel sein. Umgekehrt kann man auch y durch Vorgabe
so einer Einheitswurzel definieren. Kurz:

e Es gibt genau n Charaktere.

. (G, -) ist isomorph zur multiplikativen Gruppe der n-ten Einheitswurzeln
und folglich wieder zyklisch. Damit sind G und G isomorph (wenn auch
nicht auf kanonische Weise).

Da G explizit beschrieben werden kann, lassen sich Aussagen leicht ablesen,
die im allgemenen Fall nur wesentlich aufwéndiger gezeigt werden kénnen. Zum
Beispiel: Fiir jedes b # 0 in G gibt es ein x mit x(g) # 1. Es folgt leicht:
Charaktere trennen die Punkte von G.
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Es ist leicht zu sehen, dass GS<\G2 = él X ég. Es folgt: Ist G von der Form
{0,a1,2a1,...,(n1 — Dai} x --- x {0,a,,2a,...,(n. — Da,},
so kann man die Charkatere auf G wie folgt beschreiben.

Fiir jeden Charakter x gibt es eine ni-Einheitswurzel wq, eine no-te
Einheitswurzel ws,. .. und eine n,-te Einheitswurzel w,., so dass stets

x(k1a1, k2az, . .. kray) = (wi) - (w,)Fr
gilt.

Insbesondere sind G und G wieder isomorph. Wir erinnern noch einmal daran,
dass alle endlichen abelschen G diese Form haben, G ist also immer bekannt.

Wir beweisen nun einige allgemeine Eigenschaften, die schon an unsere ersten
Ergebnisse zur Fourieranalyse erinnern.

Lemma 3.1.1. Sei (G,+) eine endliche abelsche Gruppe, #G sei die Anzahl
der Elemente in G.

(i) Fir x € G mit x # 1 ist >, Xx(g)=0.

(i) Fiir x1,x2 € G mit x1 # x2 ist 3, x1(9)Xz(g) = 0.
(iti) Sei X¢ der #G-dimensionale Raum der Funktionen von G nach C. Defi-
niere auf X¢g ein Skalarprodukt durch

(f1, f2) = #SC:;]CI(Q)J%(Q)-

Dann ist G eine Orthonormalbasis in Xa.

Beweis: Lemma 15.3 in [Bel].

U
Korollar 3.1.2. (i) Jedes f € X¢ kann als 3 o (f, X)X geschrieben werden.
(i3) G trennt die Punkte aus G.
Beweis: Cor. 15.4 in [Bel]. O

Fiir f1, fo € X¢g wird die Faltung von f; mit fo punktweise durch

1
(f1* f2)(g) = “G Z fi(h)f2(g — h)

heG
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erkldrt. Sie hat wieder die iiblichen Linearitéitseigenschaften, und (Xq, 4+, *)
wird die Gruppenalge.l?m genannt. Die Faltung wird wichtig werden, wenn man
sich um die additive Uberlagerung unabhingiger Zufallsvariablen kiimmert!).

Die Fouriertransformation ‘

Nun kommen wir zur Fouriertransformation. Man sollte sich nachtréiglich
den gruppentheoretischen Hntergrund der Uberlegungen aus dem ersten Kapitel
klar machen.

Definition 3.1.3. Fir f € Xg definieren wir die Fouriertransformation von f
durch

jGoc. w#gﬂgm).

Es gilt dann:

Satz 3.1.4. (i)f — f ist linear.

(ii) Die Fouriertransformation eines Charakters ist die Indikatorfunktion von
{x}-

(iii) f — f ist surjektiv und folglich bijektiv. Explizit gilt fir f € X die folgende
Inversionsformel:

flo)=>Y_f)x(9)

fiir alle g.
(iv) Es gilt die Plancherelformel:

(f1, f2) = Zfl(X)fQ(X)-

Insbesondere gilt .
% Z |f(9)|2 = Z |f(X)|2
g X

fiir alle f € X¢g. Anders ausgedriickt: Bei richtiger Normierung ist die Fourier-
transformation ein Hilbertraum-Isomorphismus.

(v) Aus der Faltung wird das Produkt:

Fre 200 = Hi) - falx

Beweis: 15.3 bis 15.7 in [Bel]. O

~—

Beliebige unitire Darstellungen ‘

So, wie Zahlen aus Primzahlen zusammengesetzt sind, konnen beliebige Dar-
stellungen aus irreduziblen Darstellung aufgebaut werden:

DDas ist in der elementaren Stochastik genauso.
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Satz 3.1.5. (i) Die irreduziblen Darstellungen entsprechen den Charakteren.

(i) Sei (w, H) eine unitdre Darstellung von G. Dann zerfdllt H in eine direkte
Summe von abgeschlossenen Unterrdumen H, , mit x € G. Alle H, sind invari-
ant, und auf H, ist die Finschrinkung von m(g) das x(g)-fache des identischen
Operators auf H, .

(1ii) Jede unitire Darstellung © von G zerfillt in eine orthogonale Summe von
eindimensionalen Darstellungen, wovon jede zu einem Charakter dquivalent ist.
Kurz: w ist direkte Summe von irreduziblen Darstellungen.

(iv) Die Zerlegung ist im Wesentlichen eindeutig. Zu 7 ist eindeutig festgelegt,
in welcher Vielfachheit die einzelnen x darin auftreten.

Beweis: (i) Eindimensionale Darstellungen (d.h., Charaktere) sind trivialer-
weise irreduzibel. Fiir die Umkehrung wenden wir das Schursche Lemma 2.3.5
an. 7 sei eine irreduzible Darstellung auf dem Hilbertraum H. Nach dem Lem-
ma ist der Kommutator gleich C - Id. Da die Gruppe kommutativ ist, enthilt
er 7(G): Zu jedem g gibt es also ein x(g) € C, so dass 7(g) das x(g)-fache der
Identitét ist. Notwendig ist x ein Charakter, und wenn der Hilbertraum mehr als
eindimensional wére, wére leicht ein nichttriviale Zerlegung von 7 anzugeben.

(i) Fiir x € G definieren wir
1 —
Hy:={z|e= 75 %:x(g)ﬁ(g)w )

Dann léasst sich leicht zeigen:
e Jedes H, ist ein abgeschlossener Unterraum.
e Diese Rdume stehen paarweise senkrecht aufeinander.
o M ist die direkte Summe der H,.

o Jedes H, ist invariant unter allen 7(g), und die Einschrinkung von m(g)
ist das x(g)-fache des identischen Operators.

(Im Beweis wird noch ausgenutzt, das Zx x(g) fiir alle g # 0 gleich Null ist.)

(iii) Das folgt sofort aus (ii): Man muss die H, nur noch in eine orthogonale
Summe eindimensionaler Riume zerlegen.

(iv) Das liegt daran, dass die H, direkt mit Hile der x konstruiert wurden.
O

Bemerkungen: 1. Man kann das Ergebnis so umformulieren: Beziiglich der
Darstellung in einer geeigneten Orthonomalbasis sind all 7(g) gleichzeitig or-
thogonal, und auf der Diagonalen stehen die x(g). Testen Sie das an der Zs,
die durch Bewegungen auf dem R? dargestelt werden soll. (Denken Sie an die
Symmetriegruppen von Opel- und Renault-Logo).

2. Testen wir das Verfahren an der rechtsreguliren Darstellung: H = L?(G), und
7(g)f = fy. Wir bemerken, dass x € H, gilt, und da diese Rdume orthogonal
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aufeinander stehen, es genau #G davon gibt und H die gleiche Dimension hat,
muss stets H, = Cx gelten. Anders ausgedriickt: Die natiirliche Basis fiir diese

Darstellung ist G. Es ist auch zu betonen, dass alle x in der rechtsreguléren
Darstellung zu finden sind. O

3.2 Beliebige endliche Gruppen

Wir verzichten nun auf die Voraussetzung der Kommutativitdt und schreiben
wieder o fiir die innere Komposition und e fiir das neutrale Element. Im Folgen-
den ist also (G, o) eine beliebige endliche Gruppe?.

Zunéchst mache man sich klar, dass man mit Charakteren nicht auskommen
wird, denn Charaktere kénnen zwischen goh und ho g nicht unterscheiden. Wir
werden uns also um hoherdimensionale Darstellungen kiimmern miissen. Allzu-
grofl konnen sie nicht sein, wir beweisen — etwas allgemeiner als hier eigentlich
erforderlich — ein Resultat fiir kompakte Gruppen:

Satz 3.2.1. Irredzible Darstellungen kompakter Gruppen sind endlichdimensio-
nal.

Beweis: Sei p ein zu Eins normiertes linkes Haarmafl auf G und (7, H) eine
irreduzible Darstellung. Wir fixieren ein y € H und betrachten die Abbildung

(z1,22) = (T1,T2)y = /G<7T(9)y,xz><7r(g)y7xz> du(g)

von H x H nach C. Diese Abbildung hat fast alle Eigenschaft eines Skalarpro-
dukts, es kann allerdings nicht garantiert werden, dass aus (x,z), = 0 stets
x = 0 folgt. Nun brauchen wir den

Satz von Lax-Milgram: Solche Abbildungen sind — falls sie stetig sind
— notwendig von der Form

(z1,22) = (Bx1,22)
fiir einen geeigneten linearen stetigen Operator B : H — H.
In unserem Fall heifit das, dass es ein B, : H — H gibt, so dass stets
(z1,22)y = (By1,22)

gilt.

Aus der Tatsache, dass m Darstellung ist und dass p invariant ist, lisst sich
folgern, dass B, mit allen 7(g) kommutiert. Es gibt also wegen des Schurschen
Lemmas ein ay € C mit B, = ayld. Es folgt, indem man z; = x2 = x setzt,

/G<7T(9)y756><7f(9)y,$> dp(g) = ayl|z||*.

2)Wir folgen hier im Wesentlichen Kapitel 16 in [Bel].
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Im Integral darf g durch g~! ersetzt werden, da G unimodular ist. Man kann

deswegen die Rollen von x und y vertauschen und es folgt a,||z||* = a,||y||? fiir
alle z,y. Das geht nur, wenn es ein a so gibt, dass a, = al|y||? fiir alle y gilt.
Wihlt man ein « # 0, so ist g — (w(g)z, x) bei e strikt positiv, deswegen muss
(x, ), strikt positiv sein, und das zeigt a > 0.

Nun kann die Endlichdimensionalitéit von H gezeigt werden. Es seien x4, ..., x,
orthonormale Vektoren. Wir haben schon

/\(W(g)y,x>l2du(9) = a|z||*[[y[”

fiir alle x, y gezeigt. Insbesondere ist [ |(7(g)zk, z1)|? du(g) = afirk =1,...,n
Andererseits sind — fiir jedes g — die Vektoren 7 (g)z1,...,7(g)z, orthonor-
mal, denn 7(g) ist unitdr. Wegen der Besselschen Ungleichung heifit das, dass
Sl m(g)zn, x1)]? < ||lz1||* = 1 gilt, und so folgt

a-n = Z/\ 9)zk, z1)|* du(g)
/Z 9)k, 21)[* dp(g)

<

Damit ist klar, dass nicht beliebig grofie n auftreten koénnen, d.h., H ist end-
lichdimensional. O

Ab hier sei G wieder endlich. Wie viele irreduzible Darstellungen gibt es? Wir
werden zeigen, dass sie alle als Teildarstellungen der linksreguléren Darstellung
auftreten, und es wird folgen, dass es nur endlich viele geben kann. Wir beginnen
mit einer wichtigen

Definition 3.2.2. (71, Hy) und (72, H2) seien irreduzible Darstellungen von G.
Wir identifizieren Hy bzw. Hy mit dem C% bzw. C9%, die m,(g) bzw. die m2(g)
konnen daher als Matrizen geschrieben werden.

Wir sagen, dass eine dy x di-Matriz A die Darstellungen m, und wo verbin-
det, wenn

Ami(g) = ma(g) A
fiir alle g gilt®.

Lemma 3.2.3. (i) A ist die Nullmatriz, oder es gilt d; = do. In diesem Fall
ist A ein nichitnegatives Vielfaches einer unitiren Matriz.

(ii) 71, 7o sind genau dann dquivalent, wenn es eine nichttriviale Verbindungs-
matriz gibt.

Beweis: Kor 16.4 in [Be2]. O

3)Das ist offensichtlich eine Verallgemeinerung des Begiffs , Aquivalenz* fiir Darstellungen.
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Lemma 3.2.4. 71, 7y seien wie vorstehend. Fiir jede do X dy-Matriz A verbindet

die Matrix
#G Zﬂ’g A7T1 )

die Darstellungen my, .

Folglich ist A die Nullmatriz, wenn w1, T2 nicht dquivalent sind, und andern-
falls ist A ein nichtnegatives Vielfaches einer unitiren Matriz. Im Fall m = 5
ist A von der Form cId, dabei ist ¢ = tr(A)/dimH,. (Hier bezeichnet tr(A) die
Spur von A.)

Beweis: Lemma 16.5 in [Be2]. O

Wir bezeichnen wieder mit X den Raum der komplexwertigen Funktionen
von G nach C mit dem iiblichen Skalarprodukt ({f1, f2) := (Zg f1(9)f2(9)) /#G).

Sei 7 eine irreduzible unitire Darstellung auf dem (notwendig endlichdi-
mensionalen) Hilbertraum H. Nach geeigneter Basiswahl kann H mit C™ und
jedes 7(g) mit einer unitdren Matrix A7 identifiziert werden. Bezeichne mit

p © G — C die Abbildung, die einem g den (j,k)-Eintrag von A7 zuord-
net. (Wenn 7 d,-dmensional ist, so sind das d2 Funktionen.) Bemerkenswert
sind dann die Orthogonalitéitsrelationen, die den entsprechenden Relationen fiir
Charaktere entsprechen:

Satz 3.2.5. mw, m, my seien Darstellungen von G, und m, o seien nichtdqui-
valent.

(i) Ist (j, k) # (', k'), so sind f]y, f7 1, orthogonal.

(i1) Sind 7 und 7' nicht dquivalent, so sind f7y, f7, ., fiir beliebige (j,k, j', k")
orthogonal.

(i1i) {f]y, [Tx) = 1/dx fiir alle j,k

Beweis: Lemma 16.6 in [Be2). O

Das vorige Lemma besagt, dass die Funktionen v/d. f]’T i ein Orthonormalsystem
bilden, wenn 7 alle irreduziblen Darstellungen und i, j alle Indizes von 1 bis d
durchléuft. Der folgende Satz zeigt, dass sogar eine Orthonormalbasis vorliegt,
und in diesem Sinn spielen die \/d. f]’fk die gleiche Rolle wie die Charaktere im
vorigen Abschnitt.

Satz 3.2.6. (Peter-Weyl-Theorem) G sei eine endliche Gruppe, G sei eine
Menge von Darstellungen, die fiir jede irreduzible Darstellung genau einen Ver-
treter enthdlt.

(i) Die \/dx [T}, bilden eine Orthonormalbasis.
(ii) 32 dz = #G
(11i) Fiir jedes f € X¢ ist
f= Z%(ﬂf;ﬁfﬁk-

TFEG
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(iv) Fiir jedes g gibt es eine irreduzible Darstellung m mit ©(g) # Id.

Beweis: Theorem 16.11 in [Bel]. O

3.3 Exkurs: Markovketten

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie sich die Darstellungstheorie in der
Theorie der Markovketten anwenden lasst. Er lehnt sich stark an mein Buch
[Be2] an.

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

Markovketten

S = {so,...,8n—1} sei eine endliche Menge. Eine Markovkette auf S ist
gegeben durch

e eine Startverteilung p = (po,...,pn—1) (also p; > 0, >, p; = 1);

e eine stochastische Matrix P = (p; ;)i j=0,..n—1; s gilt also stets p; ; > 0
sowie 3, p;; = 1 fiir alle 4.

Die Idee: Ein Zufallsspaziergéinger startet auf S geméf p. Der jeweils néchste
Schritt wird so festgesetzt: Befindet er sich in i, so geht er mit Wahrscheinlichkeit
Di,j nach j

Der Zusammenhang zur linearen Algebra ist durch die folgende Formel ge-
geben: Die Wahrscheinlichekeit, den Spazierginger nach dem n-ten Schritt in ¢
anzutreffen, ist die i-te Komponente des Vektors pP".

Ergodische Markovketten

Ergodische Ketten sind solche, bei denen fiir ein geeignetes n alle Komponen-
ten von P" strikt positiv sind. Die Interpretation: Egal, wo der Spaziergénger
startet, nach n Schritten konnte er iiberall anzutreffen sein.

Die Gleichgewichtsverteilung

Zu jeder ergodischen Kette gehort eine Gleichgewichtsverteilung. Das ist ein
stochastischer Zeilenvektor m, fiir den 7P = m gilt. Das bedeutet: Wird der
Spaziergidnger mit der Verteilung 7 gestartet, so ist er immer — nach beliebig
vielen Schritten — in den einzelnen Zustidnden 7 mit Wahrscheinlichkeit 7; zu
finden.

Die Matrizen P™ konvergieren gegen eine Matrix W in der alle Zeilen gleich
7 sind. Aus verschiedenen Griinden ist es interessant zu wissen, wie schnell diese
Konvergenz vor sich geht. Das ist ausfiihrlich in meinem Buch [Be2] dargestellt.

Methoden, um die Konvergenzgeschwindigkeit zu berechnen ‘
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Der zweite Teil von [Be2] ist der Darstellung von verschiedenen Ansitzen
gewidmet, diese Frage zu beantworten.

Zunéchst ist zu klaren, wie man den Abstand von Wahrscheinlichkeitsmafien
definieren sollte. Der folgende Ansatz wird hier verwendet werden:

Definition 3.3.1. FEs seien P und Q Wahrscheinlichkeitsmafle auf einer end-
lichen. Menge S. Der Variationsabstand zwischen P und @Q ist dann definiert
durch

|1P = Q] := sup |[P(A) = Q(A)].
ACS

Es liisst sich dann zeigen®):

Lemma 3.3.2. ||P — Q|| = (X,c5 IP{i}) — Q({i}]))/2, d.h. der Variations-
abstand ist im Wesentlichen der I1-Abstand.

Markovketten, die durch Mafle auf Grupppen definiert sind‘

Es sei (G, o) eine endliche Gruppe, wir wollen spezielle Markovketten auf
G betrachten. Dabei ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf G gegeben, und die
Kette ist wie folgt definiert:

o Gestartet wird bei e.

e Befindet man sich bei g, so erzeuge ein zufilliges Element ¢’ gemifl P.
Gehe dann von g zu ¢’ o g.

Beispiele: Zufallsspaziergénge auf Z,,, Mischen im Fall von Permutationsgrup-
pen.

Wir wollen annehmen, dass die Kette wirklich mischt, dass also der Triger
von P nicht in einer echten Untergruppe liegt. Dann ist sie ergodisch, und die
Gleichgewichtsverteilung ist die Gleichverteilung.

Das Hauptproblem

Interessant ist dann die Frage, wie schnell die Kette gegen die Gleichvertei-
lung konvergiert. Wie oft muss man zum Beispiel mischen, damit alle Karten-
permutatationen in etwa die gleiche Wahrscheinlichkeit haben?

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Spaziergédngers nach k& Schritten ist
das k-fache Faltungsprodukt von P mit sich. Die Frage ist also, wie schnell der
Variationsabstand zur Gleichverteilung gegen Null geht

Der kommutative Fall ‘

Jetzt sei G kommutativ. Wir wollen zeigen, wie man die Frage nach der
Konvergenzgeschwindigkeit mit Hilfe der Charaktere beantworten kann.

4)Beweis in [Be2], Lemma 13.3.
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Definition 3.3.3. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf G. Unter der Fourier-
transformation von P verstehen wir dann die durch

P(x) ==Y x(9)P{g})

definierte Funktion P:G—C.

Beispiele sind auf Seite 122/123 von [Be2] zu finden.

Lemma 3.3.4. Bezeichne mit U die Gleichverteilung auf G.

(i) P = U genau dann, wenn P beim trivialen Charakter gleich Fins ist und
sonst verschwindet.

3 - - 1/2
(ii)[[Pr — Pol| < (32 e IP1(X) = P1OO)?) /2.
(iit) Insbesondere ist ||P— Ul| < (Zx;ﬁxf,m If”(x)|2) /2.
(iv) Sei P*™ das n-fache Faltungsprodukt von P mit sich. Dann ist P = (]f”)n

1/2

Beweis: Lemam 15.8, prop. 15.10 in [Be2]. O

Fasst man alles zusammen, so heifit das: Der Abstand der Verteilung nach n
Schritten zur Gleichgewichtsverteilung (das ist hier die Gleichverteilung) ist

abschitzbar durch (szﬁwa |I@’(X)|2”)1/2/2. Es reicht also, die Zahlen P(y) fiir
die nichttrivialen y auszurechnen. Sie liegen garantiert im komplexen Einheits-
kreis®), und je kleiner sie betragsmiBig sind, umso besser wird die Konvergenz
sein.

Die ganze Wahrheit steht in Proposition 15.11 in [Be]: Wenn der Tréiger von P
nicht in einer Untergruppe gefangen ist, ist die Kette ergodisch, sie konvergiert
gegen die Gleichverteilung, und quantitativ ist alles durch die Zahlen |I@>(X)|
beschreibbar. Auf den Seiten 138 ff. gibt es konkrete Beispiele.

Der Fall beliebiger endlicher Gruppen

Nun sei (G, o) eine beliebige endliche Gruppe. Wir wissen schon, dass G
nur endlich viele indquivalente irreduzible Darstellungen 7 hat und dass fiir die
Dimensionen Y. d2 = #G gilt. Wir fixieren so ein System von irreduziblen
Darstellungen: Alle kommen vor, und jede bis auf Aquivalenz nur einmal. Wir
nennen es wieder G, so eine Auswahl heifit ein Dual von G.

Definition 3.3.5. f: G — C sei eine Funktion und P sei ein Wahrscheinlich-
keitsmafs auf G. Die Fouriertransformation von f bzw, P ist dann eine Familie
von Matrizen: Jedem m € G wird die Matriz f(m) bzw. P(7) zugeordnet. Dabei
151

()= # Zg: f(g)m(g), B(m) = %:P({g})ﬂ(g)-

5) Als Konvexkombinationen von Zahlen auf dem Rand.
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Auf Seite 155 in [Bel] wird ein Beispiel berechnet, und in Lemma 16.14 wird
gezeigt:

e Die Fouriertransformation der (Konjugierten der) Koordinatenfunktionen
der m € G kénnen explizit und einfach berechnet werden.

e Die Fouriertransformation der Gleichverteilung U hat bei der trivialen
Darstellung den Wert 1, alle anderen U (m) verschwinden.

In Proposition 16.15 steht die Fourier-Inversionsformel: f bzw. P kann aus f
bzw. P leicht zuriickgewonnen werden. Es ldsst sich auch zeigen, dass die Fou-
riertransformation Faltungen von Maflen in die Matrixprodukte der Fourier-
transformation transformiert. Das ist insbesondere dann interessant, wenn man
wissen mochte, nach welchen Wahrscheinlichkeiten ein Zufallsspaziergéinger nach
n Schritten auf der Gruppe zu finden ist, wenn er sich in jedem Schritt von P
leiten lasst: von g nach ho g, wo h geméafl P ausgesucht ist.

Das Analogon zu Lemma 3.3.4 ist

Lemma 3.3.6. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf G.

(i) P ist genau dann die Geichverteilung, wenn P bei allen nichttrivialen Dar-
stellungen verschwindet.

(i) Fir den Variationsabstand zur Gleichverteilung U gilt:

B-Ull<y 3 detr@mbin)’),

TFETtriv

dabei steht tr fir die Spur einer Matrix.

Beweis: Vgl. Lemma 16.17 in [Be2]. O

Wieder ist es so, dass die Verteilung des Spaziergédngers nach k Schritten
durch das k-fache Faltungsprodukt von P mit sich gegeben ist. Und die Fourier-
transformation bildet Faltungen auf (Matrix-)Produkte ab.

Und das bedeutet:

Um zu untersuchen, wie schnell eine Markovkette gegen die Gleich-
gewichtsverteilung (das ist hier wieder die Gleichverteilung) konver-
giert, kann man wie folgt vorgehen:

e Bestimme die nichttrivialen irreduziblen Darstellungen 7 der
Gruppe G.

e Berechne fiir £ € N und g € G die Spur von (P(ﬁ))k(ﬁ”(w)*)k

Je nachdem, wie schnell diese Zahlen mit £ — oo gegen Null gehen,
wird die Konvergenz mehr oder weniger schnell sein.
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Das kann recht miithsam sein. Deutlich einfacher ist es, wenn die Matrizen P(ﬂ')
selbstadjungiert sind. Dann sind sie 0.B.d.A. diagonal, und das Konvergenzver-
halten wird durch den Betrag der Eigenwerte determiniert® . Die Voraussetzung
ist dann erfiillt, wenn P({g}) = P({g~'}) fiir alle g gilt, wenn also P symmetrisch
ist.

3.4 Kompakte Gruppen

Sei (G, o) eine kompakte topologiesche Gruppe. Wir wissen dann schon:
e (G ist unimodular.
e Jede irreduzible Darstellung ist endlich-dimensional.

Um G analysieren zu kénnen, benétigen wir das folgende Theorem. Es be-
sagt, dass es — auch im Fall beliebiger lokalkompakter Gruppen — , geniigend
viele“ irreduzible Darstellungen gibt:

Theorem 3.4.1. (Theorem von Gelfand-Raikov, 1940) Es sei (G,0) eine lo-
kalkompakte Gruppe. Fiir jedes g # e gibt es dann eine irreduzible Darstellung
m mit w(g) # Id.

Beweis: Der Beweis ist iiberraschend schwierig. Wir werden das Ergebnis hier
als ,,black box* verwenden und nur eine Beweisidee priasentieren. Hier sind die
wichtigsten Schritte:

¢ Eine Banach-*-Algebra ist eine komplexe Banachalgebra mit Involution .
Beispiele: C¢ K, alle Operatoren auf einem Hilbertraum oder die Grup-
penalgebra einer lokalkompakten topologischen Gruppe. Der Begriff ,, Dar-
stellung® wird in naheliegender Weise definiert.

e Ist A eine Banach-*-Algebra, so soll P4 die Menge derjenigen stetigen
linearen Funktionale p bezeichnen, fiir die gilt:

— Fiir alle z € A ist p(z*z) > 0.
— Fiir alle z ist p(z*) = p(z).
— Fiir alle « ist [p(z)]? < p(a*x).

e Wichtig ist dann die Aussage: Wenn es fiir ein z € A ein p € P4 mit
p(x) # 0 gibt, so gibt es auch eine irreduzible Darstellung = von A mit
m(x) # 0. (Die Hauptidee dabei: Jedes p liefert eine Darstellung 7, das ist
die so genannte GNS-Konstruktion.)

e Das wird wie folgt zusammengefiihrt: Die relevante Banach-*-Algebra ist
die Gruppenalgebra von G; die Existenz geeigneter p folgt aus einer Kom-
bination der Sitze von Hahn-Banach und Krein-Milman; Darstellungen
der Gruppenalgebra liefern Darstellungen der Gruppe.

6)Beachte: Auch die k-te Potenz ist diagonal, und auf der Diagonale stehen die k-ten Po-
tenzen der Eigenwerte.
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(Einzelheiten im Buch von Hewitt-Ross.) O

Etwas vereinfacht ldsst sich dann sagen, dass die Ergebnisse aus Abschnitt
3.2 auf den Fall kompakter Gruppen iibertragen werrden kénnen:

1. G sei kompakt. G enthalte aus jeder irreduziblen Darstellung einen Vertreter.
2. pu sei ein Haarsches MaB auf G. Der L?(G, 1) ist dann ein Hilbertraum. Es
gelten dann die Orthogonalitétsrelationen:

e Sind 7, ™o nicht dquivalent, so sind Funktionen des Typs

g (z,m(9)y), g (&', m2(9)y")
orthogonal.

e Sei m € G. Damit ist 7 eine Darstellung auf einem endlich-dimensionalen
Hilbertraum, die 7(g) sind also Matrizen (f{fj)i,jzl,m’dw.
Damit gibt 7 Anlass zu den (d,)? stetigen Funktionen g ~ ;- Diese
Funktionen sind paarweise orthogonal, ihre L?-Norm ist 1/d.

e Die Menge der d, f]; (alle 7 € G, jeweils alle Koordinatenfunktionen)
ist eine Orthonormalbasis des L?(G, ut). Das ist das Peter- Weyl-Theorem

fiir kompakte Gruppen?.
o Fiir jedes f € L? ist damit
F=2 2. AL
T dg=l...,dx

Dabei ist die Summe im L2-Sinn zu verstehen.

3.5 Kommutative lokalkompakte Gruppen

In diesem Abschnitt sei (G, +) eine abelsche lokalkompakte Gruppe. Wie bisher
sei G die Menge der Charaktere. Aufgrund des Satzes von Gelfand-Raikov wissen
wir, dass G die Punkte trennt.

G ist eine abelsche Gruppe. In diesem Abschnitt wollen wir uns um die
folgenden Sachverhalte kiimmern:

e G kann in natiirlicher Weise wieder zu einer lokalkompakten Gruppe ge-

macht werden. Folglich kann man G — die duale Gruppe der dualen Gruppe
bilden.

e G und G sind isomorph. Genauer: Die naheliegenede Abbildung g — (x —
x(g)) ist ein Isomorphismus topologischer Gruppen. (Kommutative Grup-
pen verhalten sich also so wie reflexive Banachrédume.) Das ist der Dua-
lititssatz von Pontryagin/van Kampen.

") Beachte: Im Fall dr > 1 sind die fi’f j nicht eindeutig festgelegt.
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e Es gibt ein Analogon zur Fouriertransformation.

Auflerdem sollen einige Folgerungen aus diesen Ergebnissen besprochen werrden.

G als topologische Gruppe

Wir versehen G mit der Topologie der gleichméfiigen Konvergenz auf kom-
pakten Teilmengen von G. Da wir Topologie hier nicht voraussetzen wollten,
setzen wir die Untersuchungen nur fiir eine Teilklasse fort:

e ( ist durch eine Metrik § topologisiert.

e Es gibt kompakte Teilmengen K,, von G mit der folgenden Eigenschaft:

Es ist K1 C Ko C -+, und jede kompakte Teilmenge von G ist in einem
K, enthalten. Fiir separable lokalkompakte metrisierbare Gruppen geht
das immer.

Fiir zwei beschréankte fi1, fo : G — C sei dann

dm(f1, f2) := max |fi(g) = f2(9)],

gEKm

und d(f1, f2) wird durch

d(fr, f2) =D W

m

erklart.

Dann gilt:

Satz 3.5.1. Beziiglich dieser Metrik ist (G', -) eine lokalkompakte abelsche Grup-
pe.

Beweis: Man mache sich zunéchst klar, dass x, — x gleichwertig dazu ist,
dass die Folge (x,) auf jedem K,, gleichméBig gegen x konvergiert. Damit ist
schnell einzusehen, dass eine topologische Grupe vorliegt®.

Es ist allerdings nicht ganz offensichtlich, dass die Topologie lokalkompakt
ist. Wir fixieren eine kompakte Umgebung K von 0 in G und nehmen an, dass
ein y € G so gegeben ist, dass |1 — x(g)| < 7 fiir g € K; dabei ist 0 <7 < 1/4.

Sei U eine (0.B.d.A.) kompakte Nullumgebung mit U + U C K. Ist dann
g € U,sosind g,g+g € K, dh. [1 —x(g)],]1 — x(9)?| < n. Das impliziert
11— x(g) < (2/3)n.

Wenn man das iteriert, folgt: Zu jedem k gibt es eine Nullumgebung U mit
11— x(9)| < (2/3)kn fiir g € U. Und damit ist klar, dass die Menge der y fiir
die |1 — x(g)| < n auf K gilt, gleichméBig gleichgradig stetig sein muss.

8)Zur Ubung sollte man sich davon iiberzeugen, dass in den Fillen I',Z,R die ,richtige®
Topologie herauskommt.
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Zusammen mit dem Satz von Arzela-Ascoli folgt, dass jede Folge in
A={x|1-x(g)<1/4firge K}

eine in G konvergente Teilfolge enthélt und folglich kompakt ist. Setzt man
speziell K = K, so heifit das, dass die Kugel um den Charakter 1 mit dem
Radius 1/4 kompakt ist. O

Es gibt zwei Extremfille, die den Beispielen Z und I' entsprechen:

Satz 3.5.2. (i) Ist G kompakt, so ist G diskret.
(ii) Ist G diskret, so ist G kompakt.

Beweis: (i) Es sei x ein Charakter mit ||x — 1|| < 1/4. Notwendig ist dann
x = 1, d.h. es gibt einpunktige Kugeln.

(ii) Die Menge aller Funktionen von G nach I, also GT' ist in der Produkttopolo-
gie nach dem Saz von Tychonnoff kompakt und G ist darin eine abgeschlossene
Menge. In unserem Fall ist die Topologie gerade die Topologie der punktweisen
Konvergenz. O

Die natiirliche Einbettung i : G — G

In Analogie zur Funktionalanalysis gibt es eine natiirliche Abbildung in das
biduale Objekt.

Definition 3.5.3. Unteric : G — é verstehen wir die Abbildung
9= (x = x(9))-

Lemma 3.5.4. (i) i¢ ist wohldefiniert, d.h. jedes ic(g) liegt in G.
(ii) iq ist injektiv.

(iii) i ist ein stetiger und offener Gruppenhomomorphismus.

Beweis: (i) Es ist klar, dass i¢(g) ein Gruppenmorphismus ist. Die Stetigkeit
folgt daraus, dass {g} kompakt ist.

(ii) Die Injektivitit gilt deswegen, weil die Charaktere die Punkte trennen.

(iii) Klar ist, dass stets i¢(9 + ¢') = ic(g) - ic(g’) gilt.
ig ist stetig. Zu zeigen ist doch: Aus g, — 0 folgt ig(gn) — 1, wobei 1 der
Eins-Charakter auf G ist. Das folgt aus der Stetigkeit von (x, g) — x(g) durch
ein typisches Kompaktheitsargument. (Ein Beispiel dazu aus der Analysis: ¢ :
[0,1] x R — R sei stetig. Zu e > 0 gibt es dann ein § > 0 mit der folgenden
Eigenschaft: Ist z € [0, 1] beliebig |y| < 4, so ist |p(z,y) — ¢(x,0)| < e.)

Dass i offen ist, ist etwas komplizierter einzusehen. Man muss zeigen: Ist
U eine Nullumgebung in G, so gibt es ein kompaktes K C G und ein ¢ > 0, so
dass fiir jedes g fnU ein x € K mit |1 — x(g)| > € existiert. Dazu miisste man
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eine etwas schéirfere Version der Tatsache herleiten, dass fiir g # 0 ein x mit
x(g) # 1 existiert. O

’Der Satz von Pontryagin/van Kampen‘

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass G (bis auf Isomorphie) als

Untergruppe von G aufgefasst werden kann. Die Gruppen sind sogar gleich:

Theorem 3.5.5. (Satz von Pontryagin/van Kampen) i ist surjektiv und damit
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis: Zum Beweis gibt es zwei Beweisstrategien. Die eine beruht auf Funk-
tionalanalysis (vgl. Loomis oder Heyer). Die andere beginnt mit dem Nachweis
fiir Spezialfdlle und nutzt dann Strukturaussagen fiir lokalkompakte abelsche
Gruppen: Wenn sie kompakt erzeugt sind, sind sie ein Produkt aus kompakter
abelscher Untergruppe, Z™ und R™. Und da jedes g € G in einer kompakt er-
zeugten Untergruppe liegt, reicht es, den Satz fiir solche Gruppen zu beweisen.
(Hewitt-Ross I, Pontryagin). Hier zeigen wir nur die ersten Schritte derr zweiten
Strategie.

Die Aussage stimmt fiir diskrete Gruppen. Als Baustein zum Beweis verwenden
wir den

Satz von Stone-Weierstraf$: Es sei K ein kompakter topologischer
Raum, und A C C¢ K sei ein Unterraum mit den folgenden Eigen-
schaften.

e Mit fi, f» € A sind auch f; und f; f; in A.
e Die Einsfunktion gehort zu A.

e A trennt Punkte: Zu x,y € K mit x # y gibt es ein f € A mit
f@) # fy).

(In Kurzfassung: A ist eine punktetrennende selbstadjungierte Un-
teralgebra mit Einheit.) Dann liegt A dicht beziiglich der Maxi-
mumsnorm.

Hier wenden wir den Satz so an. Wir wissen schon, dass G kompakt ist, das
ist hier das K. Als A definieren wir die lineare Hiille der Charaktere ig(g) auf
G. Das ist eine punktetrennende selbstadjungierte Unteralgebra mit Einheit, A

liegt folglich dicht. Sei nun y’ € G. Angenommen, es wiire Y nicht in ig(G).
Dann wiire x’ orthogonal zu A und folglich gleich Null. Das ist ein Widerspruch.

Die Aussage stimmt fiir kompakte Gruppen. Als Vorbereitung folgern wir aus
der Tatsache, dass es ,viele“ Charaktere gibt, die folgende Aussage: Ist H eine
echte abgeschlossene Untergruppe der lokalkompakten abelschen Gruppe G, so
gibt es einen nichttrivialen Charakter auf G, der auf H gleich Eins ist. (Man
muss nur einen nichttrivialen Charakter auf G/H finden und ihn mit der Quo-
tientenabbildung verkniipfen.)
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Mal angenommen, es wire H := ig(G) eine echte Untergruppe von G. Da
G kompakt und ig stetig ist, ist H abgeschlossen. Wihle einen nichttrivialen

Charakter x' auf G, der auf H gleich 1 ist. Da G diskret ist, wissen wir nach
dem ersten Beweisteil, dass ¥’ die Auswertung bei einem geeigneten x € G ist.
Anders ausgedriickt: Es gibt ein nichttriviales x € G, so dass x(g) = 1 fiir alle
g ist. Das ist offensichtlich ein Widerspruch. O

Fouriertransformation und inverse Fouriertransformation ‘

Jetzt sollen noch einige Definitionen und Ergebnisse der , klassischen“ Fou-
riertransformation iibertragen werden.

Definition 3.5.6. G sei abelsch und lokalkompakt, und pu sev ein Haarmafs. Fir
f € LYG, pn) definieren wir f : G — C durch

F) = /G en

f heif§t die Fouriertransformation von f.

Bemerkungen: 1. Die Definition hiangt von der Wahl von p ab und ist folglich
nur bis auf einen positiven Faktor eindeutig.

2. Mit gleichem Recht hétte man f (x) als [, o [xdp definieren kénnen.

3. Es ist klar, dass die iiblichen Linearititseigenschaften gelten und dass es
Formeln fiir die Fouriertransformation der Funktionen xof, fy, f gibt.

4. f ist eine beschriankte stetige Funktion, die im Unendlichen verschwindet.

5. Im Fall G = Z ist die Fouriertransformation so definiert: Ist f = (an)nez €
IYZ), soist f:T — C die Abbildung z — >, anz™.

6. Nun sei G = TI'. Fiir f € LY(T') besteht f : Z — C aus der Folge der
Fourierkoeffizienten von f.

7. Fiir G = R ergibt sich (bis auf einen Faktor) die klassische Fouriertransfor-
mation.

Wie im klassischen Fall gibt es nun das Problem, dass man einerseits im
L?(g) arbeiten mochte, um die Orthogonalitiitsrelationen ausnutzen zu kénnen,
dass aber andererseits f nur fiir f € L' definiert ist. Schliissel zur Verallgemei-
nerung ist wieder ein Planchereltheorem: Man kann ein Haarmaf} i auf G so
withlen, dass fiir f € L' N L? die Formel

/ FOOP daty) = / F@)I? dyu(a)
G G

gilt. Damit erhilt man wieder eine Fouriertransformation fiir L2-Funktionen.

Und dann ist f — f ein isometrischer Isomorphismus von L?(G) nach L%(G).
Die inverse Abbildung ist durch

flg) = /G FOOx(9) di(x)
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(fast iiberall) gegeben. Das ist die inverse Fouriertransformation.

’ Bochners Theorem ‘

Mit Hilfe der dualen Gruppe lésst sich ein wichtiger Struktursatz beweisen:
Wie genau sehen positiv definite Funktionen aus? Zunéchst die Definition.

Definition 3.5.7. G sei abelsch und lokalkompakt. Ein ¢ : G — C heifit positiv
definit, wenn
Y cna@dlgr —g5)
J,k=1,....m

fir alle ay,...an € C und g1,...,9m € G reell und > 0 ist. Anders ausge-
drickt: Stets ist die Matriz (¢p(gr — g1))k, positiv definit.

Bemerkungen: 1. Charaktere sind positiv definit, da

> xeaix(or — 95) = O arx(gr) O asx(gy))-
p j

Jik=1,...m

2. Punktweise Limites und positive Linearkombinationen sind es wieder. Es geht
sogar etwas allgemeiner: Ist 7 ein endliches positives regulires Borelmaf$l auf G,
so ist

g /G x(9) dn(x)

stetig und positiv definit.

Bemerkenswerte Weise sind das schon alle solche Funktionen:

Theorem 3.5.8. (Bochners Theorem) ¢ : G — C sei stetig und positiv definit.
Dann gibt es ein endliches positives requlires Borelmafl n auf G, so dass

P(g) = / x(g) dn(x)

G

fiir alle g gilt.

Beweis: Hier ist die Beweisidee. ¢ sei gegeben. Wir betrachten den Bildraum
H der Fouriertransformation, also die Menge aller f fir f € L'. Das ist ein
Unterraum der stetigen Funktionen auf G‘, die im Unendlichen verschwinden.
Erstens liegt dann H dicht (es ist eine punktetrennende Unteralgebra, die an
keiner Stelle verschwindet), und Q@ = H — C, f — f . J ¢ ist eine wohldefinierte
stetige lineare Abbildung.

@ lasst sich also stetig auf die im Unendlichen verschwindenden Funktionen
fortsetzten und damit als Maf} schreiben. Es gibt also ein Maf$l ’, so dass

/ F(9)8(g) dulg) = / 00 dif ()
G g

gilt.
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Sei n das Mafl n(U) := n'(=U). Definiert man die positiv definite Funktion
¢n durch g — fG x(g) dn(x), so kann man mit dem Satz von Fubini zeigen, dass

/ F(9)0lg) dulg) = / 6u(9)(9) dis(g)
G G

fir alle L'-Funktionen f gilt. Deswegen muss ¢ = ¢n fast tiberall sein, aus
Stetigkeitsgriinden stimmen beide Funktionen deswegen iiberein. O

Die Struktur unitdrer Darstellungen von G (Satz von Stone) ‘

In Kurzfassung besagt der folgende Satz, dass unitire Darstellungen aus
Charakteren aufgebaut sind. Die ausfiihrliche Formulierung beginnt mit einer
Definition: Was bedeutet es, dass eine Darstellung , nicht zu gro8* ist?

Definition 3.5.9. Eine unitdire Darstellung m von G auf H heif$t zyklisch, wenn
es ein vg € H so gibt, dass die lineare Hiille der Menge {m(g)xo | g € G} dicht
liegt.

Mit dem Zornschen Lemma ist leicht einzusehen, dass jede unitére Darstel-
lung direkte Summe zyklischer Darstellungen ist. Es reicht also, solche Darstel-
lungen zu charakterisieren.

Theorem 3.5.10. (Stone) (i) Sein ein endliches positives regulires Borelmafs
auf G. Mit H bezeichnen wir den L*(G,n). Eine Darstellung m, wird so definiert:
Fiir g € G und h € H ist my(g)h die Funktion x — x(g)h(g).

Dann ist m, eine zyklische unitdre Darstellung von G.

(i) Jede zyklische unitire Darstellung ist dquivalent zu einer des vorstehend
beschriebenen Typs.

Auf den Beweis konnen wir hier nicht eingehen. Der erste Teil ist unproble-
matisch?), der zweite wird auf Bochners Theorem zuriickgefiihrt: Ist m zyklich
mit zyklischem Vektor zg, so betrachte die Abbildung ¢ : G — C,

#(g) = (r(g)7o, o).

Das nach Bochners Theorem existierende 7 leistet dann alles.

Und die allgemeine Version von Satz 3.1.5 liest sich wie folgt. Vorher muss man
wissen, was ein projektionswertiges Maj$ ist Sei dazu H ein Hilbertraum und
II(H) die Menge der orthogonalen Projektionen auf H. Ist (M, A) ein Messraum,
so ist ein projektionswertiges Mafl auf (M, A) eine Abbildung ¢ : A — II(H)
mit den folgenden Eigenschaften:

o () =0, (M) =1d.

9lst zum Beispiel 77 das PunktmaB bei x, so wird x erzeugt.
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e Sind Ay, As, ... disjunkt in A, so ist ¥ von der Vereinigung das Supremum

der ¢¥(Ap).

Fiir z,y € H ist dann A — (¢(A)x,y) ein signiertes Mafl auf M, so dass man
fir R : M — C das Integral [,, R(m)(¢(dm)z,y) definieren kann.

Und hier die , konkrete* Beschreibung von Darstellungen:

Theorem 3.5.11. FEs sei m eine unitire Darstellung von G auf einem Hilbert-
raum H. Dann gibt es ein auf den Borelmengen von G definiertes projektions-
wertiges Maf$ b mit Werten in IL(H) mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle
g€ Gundzx,ye H ist

(m(g)z,y) = /é(x(g) dip(x)w, y).

Beweis: Einen Beweis findet man zum Beispiel im Buch von Loomis, Paragraph
36. O

3.6 Liegruppen

In vielen Féllen hat die Gruppe, um die es geht, auch noch eine Differenzier-
barkeitsstruktur. Zum Kennenlernen empfiehlt es sich, die wichtigsten Begriffe
an dem Spezialfall zu studieren, dass die Gruppe als Matrixgruppe realisiert
werden kann.

3.6.1 Matrix-Liegruppen

Sei n € N und GL(n,C) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber C.
Unter einer Matriz-Liegruppe L verstehen wir eine abgeschlossene Untergruppe
von GL(n,C). (Achtung: L muss nicht in den n x n-Matrizen abgeschlossen
sein.)

Hier die wichtigsten Beispiele:

e GL(n,R): die invertierbaren Matrizen mit reellen Eintrégen.

SL(n,C) und SL(n,R): Die Determinante ist jeweils gleich Eins.

O(n): die reellen orthogonalen Matrizen.

e SO(n): dto, mit Determinante Eins.

U(n): die komplexen unitéren Matrizen.
e SU(n): dto, mit Determinante Eins.

Es gibt noch viele weitere wichtige Beispiele: die symplektischen Gruppen, die
Heisenberggruppe, die Poincarégruppe, ...

Alle diese Gruppen sind lokalkompakt, und unter den obigen Beispielen sind
nur die GL(n,C), GL(n,R), SL(n,C), SL(n,R) nicht kompakt. Fiir n > 1 sind
GL(n,C), GL(n,R), SL(n,C), SL(n,R) nicht kommutativ.
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3.6.2 Liegruppen

Fiir einige fortgeschrittene Strukturuntersuchungen ist der Ansatz zu speziell.
Die ,richtige* Definition sieht so aus: Eine Liegruppe ist eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit, die gleichzeitig eine Gruppe ist und fiir die die Abbildungen
(9,9') = gog' und g — g~ ! differenzierbar sind.

Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass man keine speziellen Koordinaten aus-
zeichnen muss. Der schwerwiegende Nachteil ist allerdings, dass man sich in der
Theorie der Mannigfaltigkeiten auskennen muss, um Liegruppen untersuchen zu
konnen. Wir bleiben hier bei Matrix-Liegruppen.

3.6.3 Die Exponentialabbildung

Hier wollen wir einige Begriffe und Tatsachen zum Raum der n x n-Matrizen
zusammenstellen, die in der linearen Algebra in der Regel nicht behandelt wer-
den.

Normen

Der R” sei mit der euklidischen Norm versehen, es ist also ||(z1,...,zn)|| =
Va3 4+ +22. Wenn A eine reelle n x n-Matrix ist, so ist z + ||Az|| eine
stetige Abbildung von R™ nach R, und deswegen existiert die Zahl [|A|| :=

max{||Az|| | ||z|] < 1} in R. (Man muss nur beachten, dass {z | ||z|| < 1} als
abgeschlossene und beschriinkte Menge kompakt ist.)

||A]| heifit die Operatornorm von A, es handelt sich um den Spezialfall einer
Norm fiir lineare Abbildungen zwischen normierten Rdumen. Die Abbildung
A+ ||A]| hat wirklich die Eigenschaften einer Norm:

e Esist [|A]| > 0, und ||A|| = 0 gilt genau dann, wenn A die Nullmatrix ist.
o ||AA|| = |M||]A]] fiir reelle A.
o |[A+ B[l < [[A]l +|B]]-

Diese Aussagen folgen leicht aus den entsprechenden Ergebnissen fiir die eukli-
dische Norm.

Fiir konkret gegebenes A ist ||A|| nicht direkt aus den Eintriigen zu berech-
nen, doch das ist hier auch gar nicht erforderlich'®.

Da eine Norm vorliegt, stehen auch alle Begriffe und Ergebnisse zur Verfiigung,
die man fiir metrische Rdume kennt:

e Durch d(A, B) :=||A — B|| wird eine Metrik definiert.

e Man sagt, dass limg_o, Ay = A gilt, wenn lim ||Ar — A|| = 0. Die Folge
(Ag) heiit dann gegen A konvergent.

10)|| A]| ist das Maximum der Zahlen v/X, wobei X die Eigenwerte der symmetrischen positiv
definiten Matrix AT A durchliuft; dabei ist AT die zu A transponierte Matrix.
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e Eine Folge (Ax) von Matrizen heifit eine Cauchy-Folge, wenn fiir jedes
e > 0 ein kg existiert, so dass ||A — A;|| < e fiir k,1 > ko.

Konvergente Folgen sind Cauchy-Folgen, bemerkenswerterweise gilt im
Raum der n x n-Matrizen (wie in R auch) die Umkehrung. Dieser Raum
ist also wvollstandig.

e Eine Funktion ¢ : ¢t — A; heifit stetig, wenn ¢, — t stets A;, — A
impliziert.

e Kine Funktion ¢ : t — A; heifit bei ty differenzierbar mit Ableitung B,
wenn aus t — to stets (Aq, — Ay, )/t — to) — B folgt.

[ Reihen]

Es seien Ay n x n-Matrizen. Man sagt, dass die Reihe Y ;- | Ay konvergiert,
wenn die Folge der Partialsummen, also die Folge (A; + - - - + Aj) konvergent
ist.

Satz 1: Es gebe Zahlen by, > 0, so dass Y, by < oo und ||Ay|| < by fiir jedes k.
Dann existiert ), Ay.

Beweis: Die Folge der Partialsummen der Ay ist eine Cauchy-Folge. Fiir k£ < [
ist nédmlich

AL+ 4 A) = Ay + -+ AN = [Aps +---+ Al
< Akl + -+ AL
< by o+ br

Dabei wird die rechte Seite wegen >, by < oo beliebig klein.

Da Cauchy-Folgen von n x n-Matrizen konvergent sind, ist die Behauptung
bewiesen. 0

’ Die Ezxponentialfunktion fiir Matrizen ‘

Ist z € R™\ {0} so ist die Norm von z/||z|| gleich Eins, nach Definition
von ||A]| gilt also ||A(x/||z||) < ||A]|. Das kann zu ||Az|| < || 4| ||z|| umgeformt
werden.

Nun sei ||z|| < 1. Es ist

|ABz|| < ||Al[||Bx|| < [[A[[[|BI[[|=[| < [|Alll|B]],

und das beweist, dass stets ||AB|| < ||A||||B]| gilt. Durch Induktion kann man
das auf mehr als zwei Matrizen verallgemeinern, insbesondere gilt || A*|| < ||A][*.

Das hat eine wichtige Konsequenz. Es folgt namlich, dass || A* /E!|| < ||A[|*/k!
gilt, und aus Satz 1 kénnen wir schlieflen, dass die Reihe Id+ A+ A?/2!+ A3 /31 +
.-+ konvergent ist. Wir kiirzen — in Anlehnung an den entsprechenden reellen
Fall - die Reihensumme mit e? ab. Es gilt dann:
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Satz 2:(i) Ist A eine Diagonalmatriz mit Eintragen A1, ..., \n, so ist e auch
diaganal, die Eintrdige sind e, ... eM.
A+B _ ,AB

(ii)) Wenn A und B kommutieren, gilt e e”.

(iii) e ist stets invertierbar.
(iv) e? ist der Limes der (Id + A/n)".

Beweis: (i) ist offensichlich, und fiir den Beweis von (ii) muss man nur den
Beweis aus der Analysis fiir exp(z + y) = exp(z) exp(y) kopieren. Die Kommu-
tativitdt wird verwendet, um (A + B)™ mit der iiblichen binomischen Formel
ausrechnen zu konnen.

(iii) folgt aus (ii) und der Tatsache, dass A mit —A vertauscht. Deswegen ist
Id = €% = eA=4 = eAe™4; hier bezeichnet 0 die Nullmatrix. Und damit ist
gezeigt, dass e~ die inverse Matrix zu e? ist.

Auch fiir den Beweis von (iv) muss man nur den entsprechenden Beweis aus der
Analysis iibertragen. O

In der Vorlesung , Stochastische Differentialgleichungen (Kapitel iiber Mar-
kovprozesse in stetiger Zeit) spielte das auch eine wesentliche Rolle. Dort wurde
folgendes Ergebnis gebraucht: Wenn ¢ — A; (definiert fiir ¢ > 0) eine steti-
ge Abbildung ist, die jedem ¢ eine invertierbare Matrix zuordnet, so dass stets
Agr = A A, gilt, so gibt es eine Matrix Q, so dass stets A, = e'@ gilt. Man
spricht von stetigen Halbgruppen von Matrizen.

3.6.4 Lie-Algebren

Kennt man eine Liegruppe in der Ndhe der Identitét, so kann man die zugehori-
ge Lie-Algebra ausrechnen. Das ist ein algebraisches Objekt (keine Topologie
mehr!), an dem alle wichtigen Aspekte der Liegruppe mit rein algebraischen
Methoden untersucht werden kénnen: Untergruppen, Darstellungen usw.

Hier die wichtige Definition:

Definition 3.6.1. FEine reelle bzw. komplexe Lie-Algebra L ist ein endlich-
dimensionaler reeller bzw. komplexer Vektorraum, auf dem zusdtzlich eine bili-
neare Abbildung [-,-] : L x L — L (die Lieklammer) mit den folgenden Eigen-
schaften definiert ist:

o Stets ist [X,Y] = —[Y, X].
o Stets gilt die folgende Jacobi-Identitdt:

[X7 [Y, Z]] + [Y> [Z7X]] + [Z7 [X,YH =0.

Beispiele: 1. L sei eine Algebra. Mit [X,Y] := XY — Y X wird £ zu einer Lie-
Algebra.

2. Der R3 wird durch das dufiere Produkt zu einer Lie-Algebra.
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3.6.5 Die Lie-Algebra einer Liegruppe
Zu jeder Liegruppe gehort eine Lie-Algebra:

Definition 3.6.2. Sei L eine Matriz-Liegruppe. Unter der zugehdrigen Lie-
Algebra L1, verstehen wir die Menge aller n x n-Matrizen X, so dass etX fir alle
t € R zu L gehort. (Das heifst gerade, dass die von X erzeugte ein-Parameter-
Untergruppe eine Untergruppe von L ist.)

Die Lie-Klammer wird durch [X,Y]:= XY — Y X definiert.

Es wird sich zeigen, dass das eine reelle Lie-Algebra ist.

Klar ist eigentlich nur, dass 0 € £, und dass mit X € L, auch tX € L, fiir
alle t € R gilt.

Satz 3.6.3. (i) L1, ist ein R-Vektorraum.

(ii) Fiir X € Ly, liegt e in der Wegzusammenhangskomponente von Id.
(iii) Mit X € L1 und A € L gilt AXA™' € L.

(iv) Stets ist [X,Y] € L1, es liegt also eine Lie-Algebra vor.

Beweis: (i) Fiir n x n-Matrizen X,Y gilt die Formel

eXTY = lim(ex/mey/m)m.

Aus der Abgeschlossenheit von L folgt dann sofort, dass £, ein R-Vektorraum
ist

(Bs ist eX/meY/m = 1d 4+ (X + Y)/m + O(1/m?). Nun muss man ,,nur“ noch nachpriifen,
dass die obige Formel (Id + A/n)"” — e” auch bei kleinen Stérungen richtig bleibt.)

(ii) t > e!X (0 <t < 1) ist ein stetiger Weg von Id nach eX.

(iii) Sei X € £, und A € L. Die Behauptung folgt sofort aus der Formel

e2S(AXA’1) — AetXAfl.
(iv) Als endlichdimensionaler reeller Unterraum der n x n-Matrizen ist £y, ab-
geschlossen.

Seien X,Y € L. Fiir jedes t € R liegt (wegen (iii)) e*XYe~®X in L1, und
damit gehort auch die Ableitung dieses Pfades (als Limes der Sekantensteigun-
gen) bei t = 0 dazu. Die ist aber gleich XY — Y X. O
3.6.6 Untergruppen und Darstellungen

Zum Abschluss stellen wir noch einige Begriffe und Tatsachen iiber den Zusam-
menhang zwischen L und £ zusammen.

e Die Exponentialabbildung von L1 nach L ist die Abbildung X s eX.

e Ist L einfach zusammenhéngend, so ist L durch £ eindeutig bestimmt.



3.6. LIEGRUPPEN 59

e Gruppenhomomorphismen iibersetzen sich in Lie-Algebra-Homomorhismen
der zugehorigen Lie-Gruppen.

e Jede reelle Lie-Algebra entsteht als Lie-Algebra einer Lie-Gruppe.

e Die Darstellungen von L lassen sich aus den Darstellungen von L,



